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Resumo: Virios sdo os métodos propostos para reconstrucao de sinal. Nosso enfoque € o
método Basis Pursuit. Trabalhando com diciondrios overcomplete, sao intumeras as combinacdes
possiveis para a representacdo do sinal e Basis Pursuit encontra a mais esparsa. Veremos que
podemos reescrever o problema em questdo como um problema de programacdo linear. Apresen-
taremos um método jd existente para a resolucao deste problema, o Método Primal-Dual Barreira
Logaritmica. Vamos aplicar o Método Barreira Logaritmica, e buscando maior eficiéncia, iremos
incluir a diregcdo afim-escala, a diregcao de centragem e a dire¢do de corregdo no mesmo método,
obtendo o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor. Resultados computaci-
onais com problemas reais comprovam a eficiéncia do método proposto.
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1 Introducao

Dado um sinal, podemos decompd6-lo como combinagcao linear de certos elementos [1], para tanto,
vamos definir certos conceitos.

Definimos diciondrio como uma colecao de waveforms parametrizadas D = (¢, : v € I),
sendo waveforms ¢, sinais discretos de tempo chamados dtomos, que nesse trabalho sera visto
como um vetor pertencente a R™. Representacdo de sinais por meio de dicionarios é uma
alternativa que surge, além das representacoes usuais que utilizam superposicao de sendides,
como mencionado em [4].

Consideramos um sinal s sendo um vetor pertencente a R, sua decomposi¢ao em um di-
ciondrio é dada por s = Z a¢~. Considere que temos um diciondrio discreto de p waveforms

vyel
e uma matriz ¢ cujas colunas correspondem as p waveforms (® : n X p), podemos reescrever s
como ®a = s, onde o = () € o vetor dos coeficientes da representacao anterior.

Veja que, se as waveforms sao linearmente independentes, teremos uma matriz ® nao singu-
lar, sendo que se as waveforms forem ortonormais 1 = &7

Dicionarios sao definidos como completos quando possuem n atomos, overcomplete quando
possuem mais que n atomos, ou undercomplete quando possuem menos de n atomos.

Note que se trabalhamos com um diciondrio completo, s terd uma representacao tnica. Ja
quando fazemos uso de diciondrios overcomplete, sua representacdo nao sera unica (teremos
atomos que sao combinagoes lineares de outros), permitindo que escolhamos a que nos for mais
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conveniente. Como um dos objetivos que queremos alcancar nas representacoes de sinais é
esparsidade (obter o menor nimero de coeficientes significativos), j4 podemos ter em mente que
uma boa ideia seria minimizar E oy -

vyel
Nao sao poucos os métodos propostos para representar sinais em diciondrios overcomplete.

Alguns exemplos, descritos em [3] sao: método de frames (MOF), que escolhe a representagao
cujos coeficientes tenham a norma 2 minima, matching pursuit (MP), the best orthogonal basis
(BOB) e basis pursuit (BP). Diferentemente do método de frames, BP ird escolher a repre-
sentacao cujos coeficientes tenham a norma 1 minima. Chamamos essa decomposicao do sinal
de superposigao “6tima” de elementos do diciondrio. Chen, Donoho e Saunders [4] mostram
varias vantagens de BP sobre MOF, MP e BOB, dentre elas, esparsidade.

Note que BP baseia-se na resolucao do seguinte problema:

minimizar ||| (1)
sujeitoa  Pa=s "’

Sendo que podemos reformulé-lo por meio de um programa linear na forma padrao [8].
Resolveremos o problema linear na forma padrao, equivalente a (1), por meio do método de

pontos interiores, que serd o enfoque desse trabalho.

2 Meétodos de Pontos Interiores Aplicados a Basis Pursuit

Como vimos, o problema BP pode ser reescrito como um problema linear. Nosso enfoque sera
trabalhar com este problema aplicando Métodos de Pontos Interiores [2, 6, 11, 12, 13].

Vamos analisar o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica proposto em [3] para o problema
BP. No programa referente a tal método (BP_Interior), que faz parte de um pacote denominado
Atomizer, implementado em Matlab e que pode ser encontrado em [5], vamos fazer uso do
método proposto por Gill, Murray e Saunders [6], reescrevendo o problema como o seguinte
programa linear perturbado:

minimizar 'z + § [y2l3 + § 23
sujeitoa  Ax+dp=1»> , (2)
x>0
onde vy e § sdo parametros de perturbacio pequenos, da ordem de (107%); e resolvendo-o assim

como feito em [3].
Associamos ao problema linear perturbado (2) o subproblema barreira logaritmica:

m
minimizar ¢’z + 3 |3 + i Ipll5 — ,uZln (x;)
i=1 ’

sujeitoa Ax+dp=>

A restricao de desigualdade x > 0 fica implicita. Como . — 0 a solugao converge para a solugao
do problema linear perturbado.
Definimos o lagrangeano como:

m
L(z,y,p) ="z + 5 llvzll + 5 Ipls = n)_In(z:) +y" (b — Az —p).
i=1

Agora vamos calcular as condigoes necessaria de primeira ordem do problema de minimizacao
da fungao Lagrangeana:

m
minimizar ¢z + 3 ||yz|5 + 3 [[p|5 — uZln (z:) +y* (b — Az — dp) |
i=1
obtendo,
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—V.L =ATy — 7%z —c+puX"te=0,

onde e é o vetor de dimensao apropriada, cujos elementos sao compostos por 1.

No artigo de McShane, Monma e Shanno [10] vemos que quando u do problema primal e
dual sdo iguais, temos que z = uX e . Assim as condicdes necessarias de primeira ordem sio
dadas por:

V. L=ATy -2z —c4+2=0
—V,L=06y—p=0=p=9dy
—VyL=Ax+6p—b= Az + 6%y —b—O

e por [10] novamente:

ZXe— pe =0.
Rearranjando as expressoes, obtemos

ATy — 2z —c+ 2
F(z,y,z) = Az + 6%y —b =0
ZXe— ue

onde z é um vetor dual, X e Z sao as matrizes diagonais formadas pelos elementos dos vetores
x e z respectivamente.

Aplicamos o Método de Newton a fim de encontrar a solucdo do sistema linear acima. As
diregbes de Newton (Az, Ay, Az) devem satisfazer o sitema:

(ADAT +8* 1) Ay =r — AD (X 1o —1t), (3)
Az =DA"Ay+ D (X 'v—1t), (4)
Az=X"to—X"1ZAz. (5)

sendo D = (X “1Z +~%I )_1. Para a escolha do comprimento do passo (pp, pq), vamos sempre
escolher o maior possivel, contanto que o ponto gkt ¢ (k+1) sejam pontos interiores. A
cada passo de Newton vamos decrescer o parametro de barreira p monotonicamente e mais
rapidamente se largos passos sao tomados:

M= (1 — min (pp’pda())gg))ﬁ' (6)

sendo 1x o valor de p do passo anterior.

Resolvemos (3) para Ay pelo Método dos Gradientes Conjugados [7].

O método converge quando Hb — Ax — 52yH2, Hc +vr— 2 — ATyH2 e 2Tz sdo suficiente-
mente pequenos.

O programa BP Interior desenvolvido por Chen, contido em Atomizer [5], resolve o problema
Basis Pursuit (1) seguindo o mesmo procedimento descrito no Método Primal-Dual Barreira
Logaritmica.

Aplicamos o Método Barreira Logaritmica no problema Basis Pursuit (1), neste caso nao
teremos a condicao de complementaridade, o que mudara o critério de convergéncia visto no
método Primal-Dual Barreira Logaritmica, maiores detalhes encontram-se em [8]; e a fim de
melhorar o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica vamos introduzir as trés componentes:
Direcao Afim-Escala, Diregao de Centragem e Direcao de Correcao. Tendo em vista esses con-
ceitos, e em busca de melhorar o desempenho de BP _Interior, fazemos as correcoes dos termos
nao lineares do método descrito anteriormente. Note que o termo nao linear corresponde a
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condicao de complementaridade. Assim, no primeiro passo consideraremos v tal que v = —Zz,
e no segundo passo v = ue — Zx — AZAXe, onde AZ e AX sdo as matrizes diagonais cujos
elementos sao as entradas dos vetores Az e Ax repectivamente, que foram obtidos no primeiro

passo.

Considere o Método Barreira Logaritmica e o Método Primal-Dual Barreira Logaritmica
Preditor-Corretor, como BP_BL e BP_InteriorPC, respectivamente. Sendo Df a diferenca relativa
do valor da fungdo objetivo do passo atual com o passo anterior e MPC referente ao Método
Preditor-Corretor. Apresentamos nas Tabelas (1) e (2) um resumo dos métodos.

Tabela 1: Resumo dos Métodos.

Método BP _Interior BP_BL
Conjunto de X,y ez xXey
variaveis
Com condigao de Sem condicao de
Propriedades complementaridade complementaridade

e sem direcoes de
correcgoes do MPC

e sem direcoes de
correcoes do MPC

Critérios de

Infactibilidade Primal:
b — Az — 0%y,
1+ [zl

< Featol,;

Infactibilidade Primal:
b — Az — 6%y,
1+ [z,

< Featol,

Parada Infactibilidade do Dual: Infactibilidade do Dual:

c+~2x—z2— AT c+ 2 —uXte— AT
H 7 yH2 < Featol; H i K yH2 < Featol.

1+ [lyll, 1+ [lyll,

Gap de Dualidade: ou se:

T

T2l _f Hx H < PDGapTol. Df é menor que 10~* em mais de trés iteragoes.
eaip)

Tabela 2: Resumo dos Métodos.

Método BP _InteriorPC
Conjunto de X,y €z
variaveis
Com condigao de
Propriedades complementaridade

e com diregoes de
correcoes do MPC

Infactibilidade Primal:

b — Az — 6%y,
1+ [z,

Infactibilidade do Dual:

e+ % — 2 — ATy,

L+ lyll

Gap de Dualidade:

ZTIE

L+ |l

Critérios de

< Featol;

Parada

< Featol;

< PDGapTol.

Os resumos dos métodos podem ser encontrados em [8].
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3 Resultados Computacionais

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para o Método BP _Interior de Chen [3], para
o Método Barreira Logaritmica e para o nosso método modificado de BP_Interior: Método
Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, os quais serao chamados de BP_BL e
BP _InteriorPC, respectivamente.

Os experimentos numéricos foram implementados em Matlab R2010a, com o sistema ope-
racional Linux, distribuicio Ubuntu 11.04, processador Intel ® core i7 2600, 3.4 Ghz, 4 GB de
memoéria DDR3, RAM clock 1333Mhz.

Na Tabela 3 listamos os sinais utilizados, com seus respectivos parametros, que sao ntimeros
ou vetores linha, o nome do dicionario que vamos utilizar para a representagao e o tamanho do
problema.

Tabela 3: Dados do problema.

Sinal Tamanho do Dicionario parl par2 | par3
Problema

TwinSine-1 256 | DCT 4 0 0
WernerSorrows 1024 | CP 6 | seno 0
Carbon 1024 | WP 10 | qmf 0
TwinSine-2 256 | DCT 4 0 0
FM-Cosine 1024 | CP 6 | seno 0
Gong 1024 | CP 10 | seno 0
Dynamic-0 256 | DCT e DIRAC | MekeList(4,0) 0 0
Dynamic-2 256 | DCT e DIRAC | MekeList(4,0) 0 0
MultiGong 256 | MDC 8 1 0

As Tabelas 4 e 5 mostram os resultados obtidos para BP _Interior, BP InteriorPC e BP_BL.

Na Tabela 4 temos os valores da fungao objetivo, ou seja, o minimo valor de |a|; em (1), e 0
tempo decorrido até a obtencao da convergéncia, sendo que FO correponde ao valor da fungao
objetivo e o tempo é dado em segundos.

Tabela 4: Resultados computacionais para a fungdo objetivo e tempo de processamento.

BP _Interior BP _InteriorPC BP_BL

Sinal FO Tempo FO Tempo FO Tempo
TwinSine-1 2,00933e+00 0,1 | 2,00934e+00 0,1 | 2,01365e+00 0,8
WernerSorrows | 5,07482e+02 249.2 | 5,07587e+02 130,0 | 5,17296e+02 78,0
Carbon 6,00247e+00 19,8 | 6,00003e+00 19,6 | 6,01948e+00 707,3
TwinSine-2 2,01150e+00 0,1 | 2,01108e+00 0,1 | 2,01425e+00 1.4
FM-Cosine 2,52872e+02 237,3 | 2,52885e+02 210,9 | 2,54593e+02 102,5
Gong 4,73088e+-00 3501,3 | 4,73171e4+00 | 1924,5 | 4,73566e+00 | 2507,2
Dynamic-0 6,01964e+-00 0,3 | 6,01902e+00 0,4 | 6,01029e+00 3,8
Dynamic-2 4,03672e+02 0,4 | 4,02187e+02 0,7 | 4,88308e+02 28,7
MultiGong 2,43810e+01 5,6 | 2,44009e+01 7,2 | 2,54105e+01 15,8

Na Tabela 5 é apresentado o niimero de iteragoes realizadas por cada método, e o niimero
de iteragoes realizadas pelo Método dos Gradientes Conjugados (ItGC).
A relacdo entre o ntimero de iteracoes e o valor da funcdo objetivo, obtidos nos métodos
implementados, com os sinais da Tabela 3 podem ser encontrados em [8].
Nota-se que BP_Interior e BP_InteriorPC possuem desempenho computacional equivalente

em relagao ao valor da fungdo objetivo. BP_BL nao teve um resultado satisfatério em relagao
aos outros, obtendo um valor da funcao objetivo melhor apenas em Dynamic-0, mas tendo um
© 2015 SBMAC
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Tabela 5: Numero de iteragoes dos métodos.

BP _Interior | BP_InteriorPC BP_BL

Sinal It | ItGC It ItGC It | ItGC
TwinSine-1 11 59 9 90 24 1745
WernerSorrows | 18 20883 || 11 10850 91 6687
Carbon 8 85 6 99 35 4722
TwinSine-2 9 43 9 97 24 2950
FM-Cosine 17 20098 || 12 17891 67 8862
Gong 21 11510 || 19 21681 29 | 15377
Dynamic-0 7 40 5 54 24 3910
Dynamic-2 7 52 7 91 || 220 | 29022
MultiGong 19 853 || 15 1097 57 | 11088

tempo computacional bem maior. A diferenga dos valores alcangados para a funcao objetivo
deve-se ao fato do critério de convergéncia ser diferente para BP_BL.

Os tempos de convergéncia para BP_Interior, BP InteriorPC foram similares, sendo as dife-
rencas mais significativas obtidas para o sinal WernerSorrows, onde BP _Interior obteve 249, 2 se-
gundos para a convergéncia, praticamente o dobro de tempo que BP _InteriorPC (130, 0 segundos);
e para o sinal Gong, obtendo tempos bem distintos para os dois métodos, para BP _Interior ob-
temos 1924, 5 segundos para a convergéncia e para BP _InteriorPC 3501, 3 segundos. O tempo
obtido por BP_BL foi menor que dos outros métodos apenas para WernerSorrows e FM-Cosine,
contudo o valor da funcao objetivo obtida, nao foi satisfatéria.

Quando o numero de iteracoes realizadas por BP _InteriorPC nao foi menor que o niumero
realizado por BP_Interior, essa mostrou-se igual.

Em relagao ao Método dos Gradientes Conjugados podemos notar pelos resultados obtidos
que o nimero de iteragoes do Método dos Gradientes Conjugados aumenta constantemente. Isso
ocorre porque a solucao inicial estd préxima do centro da regido factivel. Assim, nas iteragoes
iniciais, o sistema de equagoes (3) é bem condicionado e o método converge rapidamente. Mas,
como x” z converge para 0, z/x convergiré para infinito ou 0. Assim, a matriz D = (X “1Z 4421 )
e a matriz (ADAT + 021 ) tornam-se mais mal-condicionadas, e o método demora para convergir.
Nos métodos implementados, nao pré-condicionamos a matriz A. Por isso, obtivemos grande
nimero de iteragoes no Método dos Gradientes Conjugados.

4 Conclusoes

Nesse trabalho apresentamos o problema de minimizacao Basis Pursuit, tendo como motivacao
sua aplicacao em problemas envolvendo processamento de sinais.

Reescrevemos o problema Basts Pursuit como um problema de programacao linear em sua
forma padrao por meio de associagoes.

Consideramos a reformulacdo do problema como um problema quadratico e introduzimos o
método Primal-Dual Barreira Logaritmica e nossos métodos propostos: Barreira Logaritmica
e Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor, sendo que este apresentou resultados
satisfatérios em relacdo ao método implementado por Chen.

O valor da funcao objetivo foi muito similar para os métodos Primal-Dual Barreira Lo-
garitmica e Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor. O método Barreira Logaritmica
nao obteve resultados satisfatérios comparado aos outros métodos. Isso ja era esperado, visto
que nao estamos considerando a condi¢ao de complementaridade.

Em relacao ao tempo de convergéncia, também obtivemos tempos similares, com diferencas
significativas em apenas dois sinais para os Métodos Primal-Dual Barreira Logaritmica e Primal-
Dual Barreira Logaritmica Preditor-Corretor. Para o método Barreira Logaritmica, quando seu
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tempo de convergéncia foi menor em comparagao aos outros métodos, o valor da funcao objetivo
nao foi satisfatério.
O numero de iteragoes realizadas pelo métodos Primal-Dual Barreira Logaritmica Preditor-
Corretor foi menor ou igual as realizadas pelo método Primal-Dual Barreira Logaritmica.
Portanto, obtivemos um melhor desempenho com as direcoes afim-escala, direcao de centra-
gem e diregao de corregao do Metodo Preditor Corretor, e um resultado menos eficiente quando
nao consideramos a condicao de complementaridade.
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