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Resumo: Neste trabalho voltamos nossa atengdo para métodos de otimizacdo que nao fazem
uso de deriwadas. Dentre esses, estamos interessadas em um método de busca padrdo para mi-
nimizacdo de funcdes com restrigoes lineares. Propomos um novo método baseado no algoritmo
introduzido por Lewis e Torczon, ao qual incorporamos novas estratégias de busca e atualiza¢ao
do tamanho do passo, além de um novo Padrao de direcoes de busca. O algoritmo possui resul-
tados de convergéncia global. Realizamos sua implementacdo computacional e testes numéricos,
de modo a analisar o desempenho do método proposto com o pacote HOPSPACK.

Palavras-chave: Busca Padrao, Otimizacao sem derivadas, Otimizacdo com restricdes lineares

1 Métodos de Busca Padrao para problemas com restricoes li-
neares

Apbés genereralizar os Métodos de Busca Padrao para o problem irrestrito 7], Virginia Torczon
e Robert Michael Lewis estendem o método para problemas com restri¢oes lineares [3], definidos
da seguinte forma:

(PRL) { s.a I <Ax <u,

onde f:R" - R, z€R", AecQ™" [ uecR™

Da mesma forma como foi feito para o caso irrestrito, neste trabalho os autores generalizam
as principais caracteristicas do método e apresentam um resultado de convergéncia global. O
método que propomos aqui se enquadra nas caracteristicas gerais discutidas em [3] e portanto
pode ser caracterizado como um Método de Busca Padrao aplicado ao problema com restrigoes
lineares (PRL), possuindo portanto garantias tedricas de convergéncia.

A ideia geral do método segue os padroes definidos em [7] para o caso irrestrito; a grande
diferenca é que o ponto inicial deve ser factivel, e a cada iteracao a viabilidade nao pode ser
perdida. Assim, ao aceitar um novo iterando, além de exigir que o novo ponto possua o valor
da func¢ao objetivo menor do que no iterando anterior, o ponto deve ser vidavel. Dessa forma, ao
construir o padrao de diregoes de busca devemos levar em consideragao a geometria da fronteira,
de forma a ter a possibilidade de dar passos suficientemente longos sem deixar o conjunto factivel.

Quando aplicamos o método ao problema irrestrito, a principal caracteristica do padrao é
que as diregoes de busca gerem positivamente o R”.

Para o problema com restrigoes lineares é preciso considerar informagoes especificas do pro-
blema, uma vez que, quando estamos préximos da fronteira da regido viavel, o padrao de pontos
deve seguir sua geometria. A ideia geral neste caso é que o padrao de direcoes de busca deverd
conter um conjunto de geradores positivos para o cone de dire¢oes vidaveis. Como o padrao

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0422 010422-1 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0422

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

deve seguir a fronteira da regiao viavel, é natural que modifiquemos as dire¢des de busca a cada
iteracao, o que ¢ feito de acordo com as restrigoes e-ativas no ponto corrente.

O método utiliza busca mondtona a partir do ponto corrente, procurando um novo ponto que
ofereca decréscimo no valor da funcao objetivo. Porém, para que os resultados de convergéncia
sejam garantidos, existem certos critérios que devem ser satisfeitos ao realizarmos a busca, o
que chamamos de hipdteses sobre os movimentos exploratdrios.

Nenhuma condicao de decréscimo suficiente é exigida, é necessario apenas que o passo aceito
fornega um decréscimo simples no valor da fungao objetivo e seja da forma sf = akci-“, ou seja,
o tamanho do passo é fixo na iteracdo corrente e as direcoes devem pertencer ao padrao PF, e
além disso o novo ponto deve permanecer vidavel. Antes que o fracasso seja declarado, todas as
direcoes do padrao devem ser testadas e somente se nenhuma delas oferecer decréscimo a funcao
objetivo o fracasso é declarado.

Se ao invés de tomarmos qualquer uma das diregoes que ofereca decréscimo para o valor
da fungao objetivo, exigirmos que a dire¢ado tomada ofereca o maior decréscimo possivel entre
as direcOes contidas no padrao, é possivel obter um resultado de convergéncia mais forte. A
principal mudanca no ponto de vista pratico é que, em toda iteracdo, devemos necessariamente
testar todas as dire¢bes do padrao para procurar aquela que oferece o maior decréscimo, enquanto
que pela hipétese fraca, assim que obtemos um ponto melhor, podemos encerrar a iteracao e
aceitar o passo.

Quanto ao tamanho do passo, este deve ser atualizado de acordo com o status da iteragao,
podendo aumentar ou ser mantido em caso de sucesso e devendo necessariamente diminuir em
caso de fracasso. Os critérios de atualizacao, no entanto, nao sao livres e devem satisfazer
certas condigoes que garantem convergéncia. Todas as hipoteses necessarias e os resultados de
convergéncia podem ser obtidos em [3].

2 Apresentacao do Método

Apresentamos um método que se encaixa nas hipdteses de convergéncia discutidas em [3]. Pro-
pomos novas estratégias de busca e de atualizagdo do tamanho do passo, além de um novo padrao
de direcoes. Nossas propostas se mostraram eficientes na préatica proporcionando robustez ao
método.

2.1 Estratégias de Busca

Adotamos uma estratégia que se mostrou eficiente para nossos objetivos, tanto no sentido de
manter a viabilidade quanto em robustez. O que fazemos é testar a viabilidade do ponto antes
de calcular o valor da fungdo objetivo no mesmo. Sendo assim, somente passos vidveis sao
aceitos. Deste modo, a viabilidade sempre é preservada, além de evitar avaliacbes de funcao
desnecessarias.

No caso de robustez observamos que muitas vezes, devido as caracteristicas do problema, as
direcoes de busca geradas a partir das restrigoes e-ativas nao funcionam bem. Porém, adicio-
nando algumas diregoes ao padrao, o método volta a funcionar bem. Portanto, como estamos
testando a viabilidade do passo, podemos adicionar essas direcoes sem correr o risco de dar
passos infactiveis.

Nesta abordagem, em um primeiro momento nao nos preocupamos com as restrigcoes de
caixa. Logo, ao gerar o padrao de diregoes, trabalhamos com um conjunto reduzido de restrigoes e
somente ao testar a viabilidade do passo fiscalizamos se todas as restri¢oes estao sendo satisfeitas,
inclusive as de caixa.

2.2 O passo de busca

Realizamos uma variante da busca completa que consiste em procurar, entre as direcoes do
padrao, aquela que oferece o maior decréscimo no valor da fungao objetivo. Isso quer dizer que,
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ao encontrar uma dire¢do que oferece decréscimo no valor da fungéo objetivo, nao finalizamos
a busca. A variante que utilizamos consiste em continuar a busca, mas ndo a partir do ponto
inicial considerado, mas a partir deste ponto que possui menor valor de funcao objetivo. Para
garantir que estamos andando na direcao que oferece o maior decréscimo, todas as diregoes do
padrao devem ser testadas.

Observe que esta estratégia de busca satisfaz as hipdteses fortes sobre os movimentos ex-
ploratorios, e portanto a teoria de convergéncia garante que todo ponto limite da sequéncia
convergente gerada pelo método é um ponto KKT do problema.

2.3 Atualizacao do tamanho do passo

Obedecendo aos critérios obrigatérios para garantir a convergéncia, propomos uma estratégia
para atualizar o tamanho do passo que leva em consideracao as iteracoes bem-sucedidas conse-
cutivas.

Criamos a variavel suc que é incrementada sempre que a iteracao é bem-sucedida, e quando
a iteracao resulta em fracasso atribuimos zero a esta varidvel, que volta a ser incrementada
somente quando o método obtiver sucesso novamente.

Entao a atualizacao do tamanho do passo segue o algoritmo abaixo:

Algoritmo 2.1. Atualizagao do tamanho do Passo
Dados ap, >0, 7 > 1, suc > 0.

1. Se suc > 0 (sucesso) faca: a1 = min{omaz, 7oy}

2. Se suc =0 (fracasso) faga: g1 = 0.50.

Adotamos essa estratégia pensando na possibilidade de dar passos mais ambiciosos quando
o método estd indo bem. E importante ressaltar também que estabelecemos um limite para
o tamanho do passo, que nao pode crescer indefinidamente, uma vez que a sequéncia {ay}
deve ir para zero e o tamanho de passo maximo aceitavel pode ser definido de acordo com as
caracteristicas do problema.

A estratégia utilizada em caso de fracasso é a usual, ou seja, apenas dividimos o tamanho
do passo por 2, porém nada impede de que adotemos uma estratégia que leve em consideracao
os fracassos consecutivos.

2.4 O Padrao de diregoes

A escolha do conjunto de diregoes de busca adequadas para o tipo de problema com o qual
estamos trabalhando é a chave para o bom desempenho do método. Discutiremos brevemente
diferentes formas de gerar o padrao de direcoes, considerando as caracteristicas especificas das
restrigoes que constituem o problema, ou mais especificamente o conjunto de trabalho na iteracao
corrente.

A construcao do padrao P* consiste basicamente em construir um conjunto gerador positivo
para o cone K°(z,¢), ilustrado na Figura 1. Maiores detalhes sobre a construgao do cone K e
do conjunto de restrigoes e-ativas podem ser obtidos em [1, 3].

2.4.1 Minimizacao em Caixas

O problema de minimizar em uma caixa é um caso particular do problema de minimizagao com
restrigoes lineares, onde a matriz de restricoes A é igual a matriz identidade. Neste caso, é
facil ver que o cone de diregoes vidveis serd sempre gerado por um subconjunto das direcoes
coordenadas.

Portanto, é possivel conhecer de antemao todos os possiveis geradores para o cone K°(z,€),
independentemente do ponto = € 2 e do valor de e. Logo, como sabemos que o padrao P* deve
conter um conjunto de geradores positivos para o cone K°(z,€), podemos tomar P¥ = [I — I
e utilizar este padrao de dire¢oes em todas as iteracoes do método.
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K(x,¢)

Figura 1: Geometria proximo a fronteira

2.4.2 Restricoes Lineares de Igualdade

Ao aplicar o Método de Busca Padrao ao problema com restrigoes de igualdade, nao temos
nenhuma flexibilidade ao gerar o padrao, uma vez que pequenos passos podem fazer com que a
viabilidade seja perdida.

Tendo em vista que a principal caracteristica do método é manter a viabilidade em todas as
iteracoes, é facil ver que para manter a viabilidade é necessario andar por direcées de modo que
A(z? + s¥) = AzF, ou seja, devemos ter As* = 0.

Logo, as direcoes de busca devem necessariamente estar no nticleo da matriz de restrigdes A,
N(A). Assim, temos que o padrdo P¥ deve conter um conjunto gerador positivo para o niicleo
da matriz A.

Portanto, se todas as restrigoes do problema sao de igualdade, construimos um padrao con-
tendo uma base positiva para N(A) antes de iniciar o passo de busca, e o mesmo padrao é
utilizado em todas as iteracoes, uma vez que nenhuma outra direcao de busca é possivel.

2.4.3 Conjunto de Trabalho Vazio

Estamos trabalhando com problemas restritos, porém, caso estejamos no interior do conjunto
viavel, ou seja, nenhuma das restricoes estd a uma distancia menor do que € do ponto corrente,
entao, pelo menos por uma certa distancia, podemos andar livremente em qualquer direcao do
R™. Deste modo, recaimos momentaneamente no caso de minimizar sem restrigoes.

Sendo assim, por simplicidade, realizamos uma busca coordenada. Isso quer dizer que utili-
zamos a matriz P* = [I — I] como padrao, sempre que nenhuma restrigao for e-ativa no ponto
corrente.

2.4.4 Problemas com Restrigoes Lineares Gerais

Como vimos, em alguns casos o padrao de direcdes P* pode ser obtido facilmente. No entanto,
nem sempre esta tarefa é trivial, e muitas caracteristicas do problema podem dificultar a escolha
do padrao mais adequado.

Para comecar, vamos definir o que entendemos por conjunto de trabalho degenerado e nao-
degenerado.

Definigdo 2.1. Seja V a matriz cujas colunas geram o cone K(z¥,¢). Se as colunas de V
formam um conjunto linearmente independente, diremos que o conjunto de trabalho em z*, ou
seja, na iteragao corrente, € nao-degenerado. Caso contrdrio, diremos que o conjunto de trabalho

na iteracdo corrente € degenerado.

Quando o conjunto de trabalho é nao-degenerado podemos construir o padrao de um modo
relativamente simples, uma vez que conseguimos provar analiticamente a existéncia de uma
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base racional para o cone K°(z*, €), satisfazendo as condicdes que garantem a convergéncia do
método. Ja para o caso degenerado, embora seja possivel demonstrar a existéncia dessa base,
determinda-la nem sempre é uma tarefa facil.

2.4.5 Conjunto de Trabalho Nao-degenerado

Para o caso nao-degenerado, quando a matriz V' tem posto completo, o resultado abaixo, cuja
demonstragao pode ser encontrada em [3], nos fornece uma forma simples de obter o conjunto
gerador para o cone K°(z,€).

Proposicao 2.1. Suponha que para algum 6, K(x,d) tem um conjunto linearmente independente
de geradores racionais V. Seja N uma base racional positiva para o espaco nulo de V''. Entdo
para qualquer €, 0 < € < §, um conjunto racional de geradores para K°(x,€) pode ser obtido
entre as colunas de N, V(VTV)~™1 e —V(VTV)~ 1L

Esse resultado é importante e nos fornece um modo simples de construir o padrao de direcoes,
que deve conter um gerador positivo para o cone K°. Do ponto de vista pratico, as colunas da
matriz V', que geram o cone K(z,¢€), é composta pelas linhas da matriz de restrigdes A cujas
restricoes estao a uma distancia menor do que € do ponto corrente.

Porém, como discutimos na Sec¢ao 2.4.2, quando o problema possui restri¢oes de igualdade,
s6 podemos nos mover por direcoes que estejam no ntcleo de tais restrigcoes. Deste modo, é
fundamental para o bom funcionamento do método que essas restricbes sejam corretamente
consideradas no momento de gerar o padrao, de forma a evitar que todas as direcoes construidas
sejam invidveis para o problema. Perceba que teremos uma restricao de igualdade quando
l; = u;. Desta forma, separaremos a matriz V em duas submatrizes V; contendo as restrigoes
de desigualdade e-ativas no ponto corrente, e V. contendo as restrigoes de igualdade, que serao
ativas em todas as iteracoes.

Pode acontecer também de uma determinada restricdo estar no conjunto de restricoes de
desigualdade e-ativas, tanto pelo seu limitante inferior quanto pelo limitante superior. Neste
caso, diremos que na iteracao corrente a restricao é momentaneamente de igualdade e trabalha-
remos com ela juntamente com as restricoes de igualdade do problema. Maiores detalhes desta
construgao podem ser obtidos em [1].

Adicionalmente, em alguns testes percebemos que ao alcancar a face 6tima, o método acaba
ficando “preso”’nesta face. Isso acontece pois as direcées do padrao nao permitiam sair do ponto
corrente por pontos viaveis diminuindo o valor da fungao objetivo, embora o ponto corrente nao
fosse estacionario.

Por esse motivo, quando estamos em uma das faces, ou seja, uma ou mais restrigoes de
desigualdade atingiram um de seus limitantes, adicionamos ao padrao direcoes que estejam no
nucleo destas restricoes. Assim permitimos que o método possa se mover na face. A inclusao
dessas direcoes é o grande diferencial do nosso método, uma vez que os resultados melhoraram
drasticamente apds incluirmos a busca na face.

E importante ressaltar que essas direcoes sao consideradas separadamente, uma vez que, se
nao estamos em uma face 6tima, deve ser possivel sair desta face. Sendo assim considere V, e
V4, como descrito acima e também Vo a matriz contendo as informagoes das faces atingidas.

Dessa forma, dadas as matrizes V., V; e Vo, o padrao é obtido da seguinte forma:

e determine uma base racional T para o nicleo da matriz V;

determine uma base racional N para o ntucleo da matriz Vy;

e determine uma base racional Ts para o nicleo da matriz V,o;

determine a matriz F = Vd(VdTVd)*l, a qual é obtida pela resolucao de varios sistemas
lineares utilizando a mesma matriz de coeficientes, sendo assim, utilizamos a fatoragao de
Cholesky da matriz (V] Vy);
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e o0 padrdao P* fica da seguinte forma:

[PF]=[-T T —N N F —F Ty, —T].

Observe que o padrao proposto possui um nimero amplo de direcoes de busca, mas cumpre
a hipétese de convergéncia de conter um conjunto gerador positivo para o cone K° (xk, €), 0 que
nos fornece a teoria de convergéncia para o método.

2.4.6 Conjunto de trabalho degenerado

Como vimos, o modo como o padrao é construido impede o célculo da componente F' do padrao.
Isso acontece porque se o conjunto de trabalho é degenerado, a matriz (VdTVd) serd singular, nao
sendo possivel obter a solucao do sistema linear, o qual determina o termo principal do padrao.

Porém, ainda que o sistema nao tenha solucao exata, a solucao de Quadrados Minimos
sempre pode ser obtida. Logo, o que propomos é utilizar a solucao de Quadrados Minimos,
obtida através da fatoragao QR, no lugar da solucao exata do sistema linear.

Utilizando esta estratégia o padrao para o caso degenerado pode ser obtido praticamente
com o mesmo custo do caso nao degenerado, exceto pelo custo de calcular a fatoracao QR, que
é mais cara que a fatoracao de Cholesky. No entanto, se essas diregoes forem satisfatérias, ainda
que a convergéncia seja mais lenta, por se tratar de um conjunto degenerado, o problema pode
ser resolvido sem que haja a necessidade de utilizarmos uma rotina externa para construir o
conjunto de busca.

3 Experimentos Numéricos

A implementacao computacional do método proposto foi realizada em Matlab versao 7.10.0, e
fizemos usos dos pacotes disponiveis para a construcao do padrao de direcées. O conjunto de
testes é composto por 35 problemas com restrigoes lineares e de caixa extraidos de [2] e [5].

Testamos nosso algoritmo com o parametro 7 = 2 e fixamos o nimero maximo de avaliacoes
de funcdo em 10°, para podermos analisar a robustez do método. Finalizamos as iteracdes se
ap < 1078 ou ao atingirmos o ntimero maximo de avaliacdes de funcéo.

Para analisar o desempenho do método proposto vamos compari-lo com o pacote HOPS-
PACK [6], um pacote sem derivadas para problemas de otimizagdo com restrigbes gerais, im-
plementado em C++. Utilizamos este pacote por fornecer uma robusta implementacao para o
GSS [4], um dos métodos sem derivadas mais conhecidos para resolver problemas com restrigoes
lineares, e que utiliza estratégias semelhantes as que utilizamos neste trabalho.

A Figura 2 apresenta o grafico de performance profile comparativo entre os dois métodos. Na
construcao do grafico, consideramos que um problema foi resolvido pelo método se o valor 6timo
obtido estd a uma distancia menor do que 1075 da solucdo 6tima reportada nas referéncias.

Perceba que os resultados obtidos foram excelentes. Fica claro pelo perfil de desempenho
apresentado que o método proposto é significativamente mais robusto que o pacote HOPSPACK
e embora tenha se mostrado menos eficiente inicialmente, ele rapidamente supera o HOPSPACK.

Vale destacar também que a precisao obtida nos resultados foi muito boa. Obtemos um
método robusto e competitivo aos pacotes disponiveis atualmente.

4 Conclusoes

O Método de Busca Padrao proposto possui um algoritmo bem simples e com grande apelo
geométrico, podendo ser aplicado quase que imediatamente em grande parte das aplicacgoes,
uma vez que basta que sejamos capazes de comparar o valor da funcdo objetivo nos pontos
visitados pelo algoritmo.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0422 010422-6 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0422

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Performance Profile for number of function evaluations
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Figura 2: Perfil de desempenho - Numero de avaliagoes de funcao

Associado a isso as estratégias propostas se mostraram bastante eficientes na pratica, e o
método proposto é bastante robusto, além de possuir garantias tedricas de convergéncia. Le-
vando em conta a importancia da resolugao de problemas com restrigoes lineares em otimizagao,
podemos concluir que os resultados obtidos foram satisfatorios e com grande potencial para
aplicagoes e trabalhos futuros baseados no método que apresentamos.
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