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Resumo: As Mdquinas de Vetores suporte sao uma classe de algoritmos de Aprendizagem de
Maquinas motivados por resultados da Teoria de Aprendizagem Estatistica. No inicio, foram
usadas para a classificacao de padroes e posteriormente extendidas para a regressdo de fungoes.
De um certo modo € uma generalizacdo das técnicas usuais de regressdo. Nosso objetivo € utilizd-
las para construir modelos que aproximam funcdes as quais temos conhecimento limitado, ndo
consequindo por exemplo calcular derivadas. Também queremos mostrar que estes modelos sao
boas aprorimacdes a fim de garantir a convergéncia global de um método de regido de confianca
sem derivadas para problemas de otimizacao com restricoes.
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1 Introducao

minimizar  f(x)

(1)

em que 2 C IR" é um conjunto convexo, fechado e nao vazio e f : IR™ — IR é uma fungao dife-

sujeita a  x € €,

rencidvel. Embora assumamos uma funcao diferencidvel, o interesse reside quando as derivadas
nao estao disponiveis.
Conejo et al. em [2] propem um algoritmo globalmente convergente de regiao de confianga

para resolver o problema (1) e que gera uma sequéncia de minimizadores aproximados para
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os subproblemas restritos. O algoritmo permite grande liberdade nas construgoes e resolugoes
dos subproblemas, e o caso de interesse é quando as derivadas da funcdo objetivo nao estao
disponiveis embora é suposto que existam. Problemas desse tipo sao conhecidos como problemas
de otimizagao sem derivadas [4], que podem surgir quando queremos otimizar uma funcao que
venha de uma simulagao, por exemplo.

Um algoritmo de regiao de confianga [3] define a cada iteragado um modelo da fungao objetivo e
uma regiao em torno do ponto corrente na qual acreditamos que o modelo é confiavel. Calculamos
entao um minimizador aproximado do modelo na regiao de confianca. Caso este ponto forneca
uma redugao razoavel no valor da funcao objetivo aceitamos o iterando repetimos o processo.
Caso contrario, pode ser que o modelo nao represente adequadamente a funcao. Neste caso, o
ponto é recusado e reduzimos o tamanho da regiao para encontrar um novo minimizador.

No algoritmo proposto em [2] qualquer modelo pode ser utilizado desde que fornega uma
aproximagao suficientemente precisa da fungao objetivo. Nosso objetivo é mostrar que os mode-
los construidos por Maquinas de Vetores Suporte aproximam bem fungoes na regiao de confianca,

uma hipdtese necessaria para a convergéncia.

2 Maquinas de Vetores Suporte

Sejam X e ) subconjuntos de espacos vetoriais normados, normalmente IR" e IR, respectiva-
mente. Suponha que é dado algum conjunto de entradas X = {z!, 2% ...,2™} C X e um
conjunto Y = {y',9?%,...,94™} C Y de forma que sejam independentes e identicamente dis-
tribuidos de acordo com alguma medida de probabilidade dP(z,y). Vamos supor que os pontos
de Y sdo as imagens dos pontos de X para a funcao f que gostariamos de minimizar, ou seja,
f(x') = y*. Problemas desse tipo podem ser encontrados em simulacdes ou para um programa
ao qual nao temos acesso ao cédigo fonte.

Chamaremos X o conjunto de amostra e Y o conjunto de rétulos. As Maquinas de Vetores
Suporte para regressao sao construidas para encontrar uma funcao h : X — ) que aproxima
bem os dados de amostra, ou seja, h(z?) ~ 3 para (z¢,y°) € X x Y, chamaremos essa funcao h
de preditor. Também esperamos que nosso preditor h seja uma boa aproximacao para a funcao
f.

Primeiramente, precisamos encontrar um preditor que apresenta o menor erro e para tal
usaremos uma medida para avaliar sua performance. Uma maneira natural de mensurar o erro
cometido é através de uma funcao perda, que mede o erro que um preditor comete no conjunto
de amostra.

Definicao 1. Seja a tripla (z,y,h(z)) € X x Y X Y que consiste de um padrdo x, um rdétulo y
e a predi¢ao h(z). Entdo a aplicagio ¢ : X x Y x Y — [0,00) com a propriedade {(z,y,y) = 0
para todo x € X ey € Y € chamada de fungdo perda.

Uma vez definida a funcao perda a ser utilizada, conseguimos determinar como os erros sao
penalizados em cada ponto da amostra. Precisamos agora encontrar uma maneira de combinar
essas penalidades locais e conseguirmos avaliar a qualidade de um preditor.

Como os dados utilizados sao independentes e identicamente distribuidos de acordo com
alguma medida de probabilidade P(z,y), o valor esperado da fungao perda é

RIh) = Elt(z, y, h(z))] = /X b)) dB(e. ),
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que é chamado de risco esperado, ou simplesmente risco. Minimizando o risco de um preditor,
encontramos o melhor candidato a aproximar nossos dados.

No entanto, minimizar o risco esperado de um preditor é impossivel, pois ndo conhecemos a
medida de probabilidade P(x,y). Para resolver este problema, Vapnik em sua Teoria de Apren-
dizagem Estatistica [9] desenvolveu o Principio Indutivo da Minimizacao do Risco Empirico, no
qual o Risco é determinado pelo conjunto de amostra.

O Principio Indutivo da Minimizacao do Risco Empirico pode ser descrito como

1. Substituir o Risco Esperado pelo Risco Empirico
1 m
Remplh] = - Zf(ﬂ%yi, h(zi)),
i=1

que é a perda média encontrada no conjunto de amostra.

2. Utilizar como preditor a aplicacao h que minimiza o Risco Empirico.

Apesar de em um primeiro momento parecer que o Pricipio Indutivo da Minimizacao do
Risco Empirico resolve o problema, essa técnica sozinha nao é suficiente. Para um método
de reconhecimento de padroes ser eficaz, deve apresentar pelo menos duas caracteristicas: boa
capacidade de generalizacdo, permitindo que dados semelhantes sejam igualmente classificados;
boa capacidade de discriminacao, que assegura a correta separacao entre as classes. Minimizar o
risco empirico pode gerar instabilidades numéricas ou ainda nao alcancar uma boa generalizacao
[1].

Segundo Schoélkopf e Smola [5], uma maneira de evitar esses problemas é restringindo a
classe de solugoes possiveis a um conjunto compacto. Essa técnica foi introduzida por Tykhonov
e Arsenin [7] para resolver problemas inversos e tem sido aplicada em problemas de aprendizagem
com bastante sucesso, trabalhando com a funcao risco regularizada.

Em geral, adicionamos um termo de estabilizacao Q[f] & funcao objetivo original, que em
1n0Sso caso € o risco empirico Remp[f]. Ou seja, consideramos a seguinte classe de risco regula-

rizado

ng[f] = Rempf] + A f],

em que A > 0 é o parametro regularizador que especifica o balanco entre a minimizagao do risco
empirico e a simplicidade do nosso classificador que é alcangado com um [ f] pequeno.

Vapnik [9] concebeu a chamada fungao perda e—insensivel
U(z,y,h(z)) = |y — h(z)|e = max{0, |y — h(z)[ -},

a qual ndo penaliza erros menores que uma tolerancia € > 0 escolhida previamente. Seu algo-
ritmo, e—SVR (e—Suppot Vector Regression), procura estimar fun¢oes por um preditor

hiz)=w'z+b w,zcR"beR

baseado nos dados X e Y.

Assim o problema é minimizar o risco empirico regularizado, ou seja, queremos minimizar

1 m
Sl + €3 i = b)) )
=1
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onde 3| lw||? é o termo regularizador e C é o pardmetro de regularizagao.

A interpretacdo geométrica de utilizar o regularizador 3[w|/* é encontrar a fungdo f mais
achatada possivel com suficiente qualidade na aproximacao, além de capturar a ideia principal
da Teoria de Aprendizagem estatistica de tentar obter um risco pequeno controlando tanto o
erro como a complexidade do modelo [5]. Poderfamos pensar em minimizar apenas ||w||? para
encontrar um preditor que aproxime a funcao, no entanto dependendo da quantidade de pontos
o problema de otimizacgao resultante seria inviavel.

Desta maneira, para encontrarmos um preditor linear iremos resolver o problema
m
1 1 i ;
min  [[w|| +C— > |’ — h(z)]_,
2 m €
i=1
que é equivalente a resolver o problema

min  Jlwl?+Ck D (& +E)
=0

sa. wlz;+b—y; <e+&
yi—wTa; +b<e+¢

§i> g; > Oa
que por sua vez é um problema quadratico convexo.
Seja
()7
P (z*)" 0 ppT  —ppPT a
_= y _= 5 z = s
: -pPT  pPT v
(z™)7"
—f(P) +ee A=[-cT,eT]
f(P) —ee s

o problema dual pode ser escrito como

min 2z 'Qz+v'z
sa. Az=0
0<z<C.

Em geral, resolvemos o problema dual por se tratar de um problema quadratico melhor
tratavel com apenas restricoes de igualdade e caixa.

Para construir um modelo nao linear, podemos levar nossos dados em um espacgo de dimensao
maior por meio de uma aplicagdo ¢ : IR™ — IR?, com ¢ > n e construir um modelo linear nesse

espaco. Desse modo, queremos encontrar o modelo definido por g(z) = w ' p(x) + b tal que
' — (wle(a’)+b)|<e Vi=1,...,m.

Ou seja, presisamos resolver exatamente o mesmo problema que no caso linear, exceto que

agora os elementos de @Q sio definidos por ¢(z?) " (z7) em vez de (x%) 27,

Para o caso em que queremos modelos quadraticos, definimos

o(x) = (x%, V2r129, V21123, . . . ,x%, A \@mn_lxn,xi,:cl, cey ),
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de modo que
¢(a') p(a’) = (a")Ta? + ((a") T27)?,
o que facilita a construcao da matriz ) do nosso problema de programacao quadratica.
Assim, para construirmos modelos de uma funcao avaliada em alguns pontos, precisamos

resolver um problema do tipo

min z' Qz+v'z

sa. Az=0

0<z<(C

com () simétrica e semidefinida positiva.

3 Construcao dos Modelos

Para construcao de modelos de uma funcao avaliada em alguns pontos precisamos de um controle
na geometria dos pontos de amostra, de modo que nao formem um espaco afim. Este controle
é feito geralmente controlando o posicionamento dos pontos da amostra. Para as Maquinas de
Vetores Suporte a geometria é controlada com a definicao abaixo.

Definigdo 2 (A-posicionamento Modelos Lineares). Seja P = {z°,z!,...,2™} C R"™, com
m > n. Dizemos que P é A-posicionado em B(x°, A), para uma constante A > 0, se existe um
subconjunto de indices J C {1,2,...,m} com n + 1 pontos de modo que P = {z7 — 2} com

j € J seja um conjunto de vetores linearmente independentes e para todo x € B(x?, A),
x—xozzx\i(xi—xo) com N < Aji=1,2,...,m.

Com essa defini¢ao conseguimos construir um modelo que aproxima bem a fungao original.

Teorema 1. Sejam P = {2° 2%, ..., 2™} um conjunto A-posicionado em B(z",A) em que
conhecemos o valor da func¢do f nos pontos de P e m o modelo linear construido por mdquina
de vetores suporte com margem € < clAz e com folgas & < czAi e & < CQAi com ¢ e Cy
constantes positivas. Entao existe constante k1 > 0 tal que

[f(@) = m(2)] < m1A?
para todo x € B(x°, A).

Caso a quantidade de pontos de amostra seja n + 1 as folgas serao nulas, caso contrario
precisamos controlar o erro entre os pontos da amostra.
Para a construgao de modelos quadraticos precisamos de algumas modificacGes na definiao

de posicionamento.

Definicao 3 (A-posicionamento Modelos Nao Lineares). Seja P = {2°, 2!,... 29} C R™ com
q > (n+1)(n+2)/2. Dizemos que P é A-posicionado com respeito a aplicag¢do p, para uma
constante A > 0, se existe um subconjunto de indices J C {1,2,...,q} com (n+ 1)(n +2)/2
pontos de modo que P = {p(x7) — p(a°)} com j € J seja um conjunto de vetores linearmente
independentes e se para todo x € B(x?, A),

p(x) — (@) = 3 Nlpl@) — o) com N[ <Ai=12...q
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Teorema 2. Sejam P = {2° 21 ... 29} um conjunto A-posicionado em B(z", A) com respeito
a aplicacdo ¢ em que conhecemos o valor da func¢ao f nos pontos de P e m o modelo quadrdtico
construido por mdquina de vetores suporte com margem ¢ < 1A% e com folgas &€ < caA? e
£ < caA?. Entio existe constante ko > 0 tal que

[f(@) = m(@)] < raA?
para todo x € B(x°, A).

Caso a quantidade de pontos de amostra seja (n + 1)(n + 2)/2 as folgas serdo nulas, caso
contrario precisamos controlar o erro entre os pontos da amostra.

Com os Teoremas 1 e 2 conseguimos garantir que os modelos contruidos por méaquinas
de vetores suporte para regressao sao uma boa aproximacao para a funcdo a ser minimizada,
condicao necessaria para a convergéncia global do método de regiao de confianga sem derivadas.

As Figuras 1 e 2 apresentamos modelos construidos por maquinas de vetores suporte para a
fungao de Rosenbrock

fx,y) = (1—2)* +100(y — 2*)*,

16

05 05

08

06

09 ‘09

Figura 2: Modelo da Funcao de Rosenbrock proximo do ponto (1,1), com raio = 0.1

No lado esquerdo de cada figura apresentamos a regiao de confianga e os pontos da amostra.
Do lado direito apresentamos a fungao original em azul e o modelo em cinza.
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4 Conclusao

As méaquinas de vetores suporte apresentam caracteristicas importantes para a aproximagcao de
funcoes. Para a construcéo de um modelo com a técnica precisamos resolver um problema de
programacao quadratica.

Algumas vantagens em se utilizar as méquinas de vetores suporte em otimizagao sem deriva-
das reside na quantidade de pontos na amostra, pois a técnica permite a construcao de modelos
conhecendo apenas um ponto da funcao original. Essa é uma vantagem relevante quando temos
um alto custo computacional para avaliar fungoes a serem minimizadas.

Os modelos construidos por maquinas de vetores suporte sao uma boa aproximacao para
fungGes as quais temos conhecimento limitado, condi¢ao necessaria para a convergéncia global
do método de regiao de confianca sem derivadas para problemas de otimizacao restrita.
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