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Resumo: FEste trabalho apresenta o problema da Basileia, cuja resposta tornou Leonhard Euler
famoso. Apresenta a prova de Euler, que por muito tempo continha uma passagem tida como
incorreta, mas que apos o teorema da fatoracao de Weierstrass foi aceita. Aborda também outras
resolucoes para o problema, sua representacao geométrica e uma aplicacdo. Discute também, por
meio deste problema, a importancia da histéria da matemdtica para o professor desta disciplina.
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1 Introducao

Ao longo da histéria da matematica, foram diversos os problemas que permaneceram em aberto
por anos, alguns por séculos, até que uma mente brilhante conseguisse a solugao final. Atu-
almente sdo muitos os problemas que permanecem em abertos a espera de alguém que possa
solucionéd-los. Geralmente matematicos que conseguem resolver um destes problemas garantem
seu lugar na histéria da matematica.

Um dos matemadticos que alcangou notoriedade apds resolver um problema em aberto foi
Leonhard Euler, apds encontrar a resposta para o famoso problema da Basileia. Atualmente
Euler é reconhecido como um dos mais importantes da histéria da matematica, nao sé por ter
resolvido tal problema, mas principalmente por ter contribuido com a matematica em diversas
areas com mais de 850 trabalhos [10], muitos de extrema importéancia.

Neste trabalho apresentamos o problema da Basileia (que tornou Leonhard Euler famoso), a
solucdo apresentada por ele, algumas de suas diversas solugoes ao longo da histéria (as aceitas
atualmente) e a utilizacao da histéria da matematica como ferramenta de ensino.

2 O problema da Basileia

O problema que tornou Leonhard Fuler famoso foi proposto inicialmente pelo matemaético ita-
liano Pietro Mengoli em 1644 [11]. Apds ter consumido esfor¢os dos maiores matematicos do
periodo, a solucao ainda nao havia surgido. Criava-se em torno deste problema um mistério
semelhante ao que envolvia o iltimo teorema de Fermat. Entre os génios que tentaram resolveé-
lo estavam Gottfried Wilhelm Leibniz, John Wallis, Henry Oldenburg e os matematicos da
familia Bernoulli [3].

Durante algum tempo Jakob Bernoulli atacou (sem sucesso) o problema, mas publicou algo
sobre o assunto em 1689. Com a morte de Jakob, seu irmao Johann Bernoulli ocupou seu
cargo de professor na Universidade da Basileia, onde teve entre seus alunos Leonhard Euler
[3]. Provavelmente foi Johann que apresentou o problema & Euler, até entao apenas um aluno
brilhante. Apds resolver o problema passou a chamar a atencéo nao sé de seus professores na
Universidade da Basileia, mas de toda a comunidade académica da época.

Este problema ficou conhecido como Problema da Basileia, pois Euler nasceu e se formou
nesta cidade, bem como resolveu o problema la. Foi nela ainda que outros matematicos de
renome, como os da familia Bernoulli trabalharam e tentaram resolvé-lo [11].
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O problema proposto por Mengoli consistia em apresentar o resultado da soma dos inversos
dos quadrados perfeitos, ou seja,

<1 1 1 1 1
Zﬁ:§+272+§+472+.”

n=1

Antes de Euler, ja se sabia que a série é convergente [7]. Basta notarmos que
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Quando k tende ao infinito, temos
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e portanto
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ou seja
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Portanto, esta série é crescente e limitada superiormente, logo é convergente.
Somente em 1735, mais de 90 anos ap6ds o lancamento da questao, Leonhard Euler apresentou
uma solugdo aceita na época que surpreendeu a todos devido a sua originalidade [11].

2.1 A Prova de Euler

Na solugao apresentada por Euler [4], inicialmente tomamos a série de Maclaurin da fungao seno

R 1

senx:m—a—i—a—ﬁ—l—---

dividimos ambos os lados desta equacgao por x

senz m2+x4 x6+
z 357
e substituimos x por /z
2 3
seny/x r  x* oz

NG 315 T

Os zeros da funcao

flz) =

sdo 72,472, 972, 1672, . ..
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Ja era conhecido na época de Euler que todo polinémio
p(x) =2™ + Un_12" "V 4 ..+ asx® + a1z + ag
com raizes r1, ro, ..., I, pode ser escrito como um produto envolvendo suas raizes
(x—r)(x—ro)(x—r3)...(x —1p) =2" + An_12" V4 .+ asx® + a1z + ag
de onde obtemos

ayg = (—1)”7“17"2 .o.Tn

ar = (=D)"Yrors. o+ (=D ey g (D) g
e dividindo a; por ag, obtemos

a 1 1 1
- = (1)
ap T1 T2 Tn
Assumindo que esta propriedade dos polindmios continua valendo para séries de poténcias e
aplicando & fungao f(z), concluimos que

1 1 1 1 1

6w m o T e

e multiplicando ambos os lados desta equacdo por 72 obtemos

w1 1 1 1
6 12 22 32 42

O resultado obtido por Euler era surpreendente por envolver 7 na resposta de uma série que
aparentemente nao estava relacionada com circunferéncias ou trigonometria. O proprio Euler,
devido a este fato, relutou em apresentar a prova por um breve tempo [11].

No entanto, apesar da resposta estar correta e da belissima demonstracao, existiam alguns
passos que nao estavam bem explicados.

2.2 A invalidade da prova de Euler
O problema da prova de Euler é a utilizagao da propriedade dos polindémios (1) em uma séries

de poténcias, o que nem sempre é valido. Basta observarmos a identidade

1
— =14zt
1—=x

valida para todo x € (—1,1), e a fungao

1 1
g(x) = 9 1—-=x
E facil perceber que o unico zero da funcao g(x) é r; = —1. Reescrevendo esta func¢ao temos
1
g(z) = —§—x—:c2—x3—...

Note que a regiao de convergéncia da série é diferente do dominio da funcao e que r; nao
pertence a regiao de convergéncia da série. Mas, assumindo que a propriedade (1) continua

valendo para esta série, temos
-1 1

TCip T

ou seja 1 = 2, o que deixava a prova de Euler invalida.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0480 010480-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0480

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Mas em 1885 Weierstrass demonstrou o que ficou conhecido como teorema da fatoracao de
Weierstrass [8]: Toda fungao analitica (aquelas que podem ser representadas por uma série de
poténcias) pode ser expressa por um produto envolvendo suas raizes.

Realmente, a fungao

seny/z

¢ uma funcao analitica e pode ser representada por uma série de poténcias em todo seu dominio,
passo justificado pelo teorema da fatoracao de Weierstrass. O problema é que a resolucao de
Euler é anterior a este teorema. A resolucao de Euler é de 1735, ou seja, para uma das pas-
sagens de sua resolugao nao havia justificativa por aproximadamente 150 anos. Foi neste periodo
que outros matematicos, ao mesmo tempo em que aplaudiam o resultado obtido, chamavam a
atencao para falta de rigor desta passagem. Muitos matematicos, também brilhantes, con-
seguiram solugoes contendo apenas passagens validas para o problema da Basileia. O trabalho
destes, com certeza de grande valia para a matematica, foi de certa forma facilitado, uma vez
que ja conheciam o resultado numérico do problema.

O teorema da fatoracao de Weierstrass dificilmente é apresentado em livros de cédlculo para
iniciantes devido sua complexidade. Apresentar a prova de Euler sem mencionar o teorema de
Weierstrass incorre em falta de rigor matematico, invalidando a prova e tornando-a invalida
neste nivel.

3 Provas rigorosas do problema da Basileia

Apés Euler chegar a resposta do problema da Basileia muitos outros matematicos também apre-
sentaram suas resolugoes [6]. Dentre as provas para o problema da Basileia estao algumas bem
elementares e outras um tanto quanto complexas. Nesta secao serao apresentados os resumos
de algumas em diferentes niveis [5].

3.1 A prova de Cauchy

A primeira resolugdo conhecida é devida a Augustin-Louis Cauchy . Esta prova se destaca por
utilizar apenas conhecimentos de matematica elementar.

Apesar de utilizar o teorema do confronto (um resultado mais avancado, porém intuitivo), nas
demais passagens a prova de Cauchy utiliza apenas conhecimentos de polinémios, trigonometria
e numeros complexos, contetiddos do curriculo nacional do ensino médio. Sendo assim, esta é
uma das provas validas mais simples para o problema.

3.2 A prova de Fourier

2

Esta resolugao utiliza a série de Fourier de f(x) = z* no intervalo (—m, 7):

2 2 (=1)" cos(nz
n=1

n2

Para x = 7 obtemos a solucao do problema da Basileia.

3.3 A prova de Apostol

A resolucao mais recente do problema é atribuida a Apostol [2] e envolve o célculo da integral

Lol g
/ / dx dy.
o Jo 1—zy

A prova de Apostol é do século XX, a de Fourier é do século XIX e do século XVIII temos as
provas de Cauchy e Euler. A prova de cada periodo traz caracteristicas da matemética desen-
volvida até seu tempo, mostrando que um assunto dentro da matematica nunca esté finalizado.
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4 Curiosidades do problema da Basileia

Para finalizar este trabalho vamos apresentar a representacao geométrica e uma aplicacao da
série. Kstas duas curiosidades mostram que, apesar de antiga, esta série ainda é um tema atual.

4.1 Representagao geomeétrica

O fato de estarmos trabalhando com uma série de quadrados, nos faz pensar inicialmente em
teorema de Pitdgoras [9]. Tomamos entao as duas primeiras parcelas da soma e montamos um
triangulo retangulo de vértices nos pontos A, P; e Py, de forma que AP; =1, PP, = 1/2 e que
o angulo em p; seja reto conforme figura 1. Para facilitar a representacio fazemos r = AP; e
ro = AP,. Com o teorema de Pitdgoras obtemos

1\? 1

Marcamos agora o ponto P53 de forma que P,P3 = 1/3 e que o angulo @3 seja reto. Assim
o tridangulo AP, P3 é retangulo e considerando APs = r3 temos

s o [1)? 11
7"3:7‘2"_5 :].+ + —.

22 1 32

Figura 1: O teorema de Pitagoras e o problema da Basileia

Continuando a marcar pontos desta forma, ao marcarmos o ponto F,, conforme a figura 1
temos um segmento r, onde vale a seguinte igualdade

o, 1 1 1

Assim, pelo problema da Basileia é verdade que

7-(2

7”721<€

ou ainda
T
Ty < —.

V6
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Desta forma, continuando com a sequéncia, teremos a certeza que todos os pontos P,, estarao
contidos dentro do circulo de raio 7/v/6 e centro em A.

Percebemos que os segmentos AP, PiPs, PoPs, ... |, P,Pyy1, ... formam uma espiral.
Realmente, somando a medida de cada segmento temos a série harmonica
1+ L + L + : +
2 3 4 7

que pelo fato de ser divergente gera uma espiral infinita. Esta espiral por sua vez, se afasta cada
vez mais do ponto A, se aproximando cada vez mais da circunferéncia sem ultrapassa-la.

4.2 Probabilidade

Agora vamos mostrar uma aplicacdo do problema da Basileia. Esta série serd utilizada para
calcular a probabilidade de dois niimeros serem primos entre si [1]. Mais precisamente, calcular
a probabilidade de dois niimeros menores que n serem primos entre si, quando n tende ao infinito.

Seja g o maximo divisor comum de dois inteiros positivos a e b, isto é g = (a,b) e seja p a
probabilidade de que g = 1. Primeiro vamos mostrar que a probabilidade de que g = n para
n=1,2,3,...6p/n

A probabilidade de que n divide tanto a quanto b é 1/n%. Para que, além de dividir a e b,
n seja 0 maximo divisor comum entre a e b, é necessario que (a/n,b/n) = 1, o que ocorre com
probabilidade p. Portanto a probabilidade de que g = n é p/n?.

Como a soma das probabilidades de que g = n paran = 1,2,3,... deve ser igual a 1, temos

o~ P
Zﬁ:L
n=1

Isolando p, obtemos

1 1 6
R
(e

n:ln 6

Como uma consequéncia interessante deste resultado, a probabilidade de uma fracao gerada
aleatoriamente ser irredutivel é 6/72 = 60,8% [7].

5 Conclusoes

A ideia deste trabalho é mostrar, através do problema que tornou Leonhard Euler famoso, a
interessante ferramenta didatica que é a histéria da matemadtica para os professores desta disci-
plina. O objetivo nao é contar a historia da matemaética por meio de uma magante biografia, ou
por meio de fatos pitorescos ocorridos com matemaéticos, mas sim contar esta histéria mostrando
como um assunto surge, se desenvolve e ganha importancia ao longo do tempo.

Pietro Mengoli era professor universitario de matematica na Itdlia em uma época em que
o Calculo ainda nao havia sido inventado por Newton e Leibniz, porém ji se estudava a con-
vergéncia de séries. Provavelmente foi estudando este assunto que Mengoli teve a ideia de
sugerir o problema. Nao hé evidéncias de que ele propos esta questao com o objetivo de re-
solver um problema aplicado a uma situagao real. Este fato mostra que nem todo conhecimento
matematico surge de uma necessidade pratica da humanidade.

Este problema circulou entre os melhores matematicos da época, sua convergéncia foi provada
de uma forma tao simples que hoje em dia um aluno do ensino médio compreenderia sem
muito esfor¢co. No entanto, na busca do valor exato da soma infinita, muitos matematicos se
desdobraram e muitas ideias surgiram, uma delas foi o teste da integral para séries convergentes.
Isto mostra mais uma curiosidade da matematica por meio de sua historia: ao se procurar uma
coisa, encontra-se outra.
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Entao chegou a vez de Euler, ele produziu tanto que alcancou notoriedade por muitas outras
contribuicoes a matemadtica, mas foi resolvendo o problema da Basileia que se destacou pela
primeira vez. Sua prova tinha um equivoco, o que nao tirava sua beleza haja visto que o
resultado estava certo. Neste ponto a histéria nos mostra que o raciocinio, a criatividade e o
conhecimento sao tao importantes na matematica quanto seu rigor e formalismo.

Na verdade o equivoco ocorre na utilizacao de uma propriedade dos polindmios em uma série
de poténcias, que como vimos, caso Euler quisesse justificd-la corretamente hoje seria perfeita-
mente possivel com o teorema de Weierstrass. Aqui percebemos que no desenvolvimento da
matematica, a intuicdo e o pensamento vem a frente do formalismo e dos teoremas. Percebemos
ainda que a matematica nao se desenvolve linearmente, tal como estd em um livro didédtico: sua
evolucao é dinamica, partes que compoem um mesmo tema surgiram e se desenvolveram em
tempos, lugares e com finalidades diferentes.

Enquanto nao surgia o teorema de Weierstrass, muitos matematicos se mobilizaram para
apresentarem suas provas para o problema. Diversas provas surgiram, todas com suas peculiari-
dades, isso nos mostra que apesar da matematica ser exata, um problema pode ser resolvido de
diversas maneiras, basta observarmos as provas apresentadas no texto, que com certeza nao sao
as unicas [6].

A representacgdo geométrica da série mostra que as dreas da matematica se relacionam. Estas
relagoes também podem ser percebidas na aplicagao encontrada para a série. Perceba que nosso
problema esta ligado ao teorema de Pitagoras, limites, circunferéncias, probabilidade, fragoes e
divisibilidade. Isto nos leva a refletir que a aplicacdo de um conhecimento pode vir através da
relagdo entre conteudos.

Estas consideragoes mostram como a histéria da matematica pode ser utilizada como uma
poderosa ferramenta de motivacao e uma possibilidade de metodologia de ensino.
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