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Resumo: FEste trabalho apresenta um algoritmo para o problema de caminho minimo em grafos
coloridos baseado no algoritmo classico de Ford-Moore-Bellman e aplicado a redes de transporte
multimodal, onde cada modo de transporte considerado € representado por uma cor, podendo ter
vdrios arcos entre dois nos do grafo. Durante o procedimento de resolugcao, o método detecta
se houve mudanca de modo e um custo referente a esta mudanca € acrescentado no caminho,
ao final temos um caminho minimo multimodal com informacdo de qual modo foi utilizado para
percorrer cada arco do caminho. Testes computacionais foram feitos a fim de comprovar a via-
biliade do algoritmo proposto.
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Apresentacao do problema

Um dos fatores que afetam a qualidade de vida em uma &rea metropolitana é o sistema de
transporte local. Redes de transporte urbanas sao cada vez mais caracterizadas por congesti-
onamentos e seu impacto correspondente na acessibilidade individual, na poluicao do ar e no
desenvolvimento de atividades econdmicas urbanas [6]. Um fato que ocorre na maioria das
cidades é que o local de trabalho das pessoas, muitas vezes, é longe da casa, o que faz com
que utilizem mais de um meio de transporte para se deslocar de sua residéncia até o local de
trabalho.
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Sistemas de transportes sao considerados multimodais pois geralmente contém varios modos
de transportes, tais como: 6nibus, metro, trem, dentre outros. Dessa forma, os usuarios podem
utilizar varios modos de transporte em uma viagem e geralmente nao estdo dispostos a trocar
muitas vezes de meio de transporte. Varios parametros sao considerados pelos usudrios ao usar
varios meios de transporte, como por exemplo: o nimero de mudancas de modo, o percurso da
viagem, tempo de percurso, que devem ser os mais curtos possiveis [6]. Isto nos leva ao problema
de caminho minimo, para o qual existem diversos algoritmos. Porém, considerando uma rede
multimodal e seus parametros associados, tais algoritmos se tornam insuficientes para orientar os
usudrios corretamente. Varias extensoes tem sido propostas para suprir tais deficiéncias [3, 5, 7).

Quanto a formulagao, a teoria de grafos é comumente usada neste caso. Ela fornece uma
modelagem consistente do problema de redes de transporte multimodal e de muitos outros
problemas, facilitando a implementagao de algoritmos que auxiliam na obtencao da sua solugao
[1]. A coloragao em grafos ¢ um problema de otimizagao combinatéria bastante estudado e que
possui variantes: coloragdo em nds, coloracao em arestas, coloracao em faces, dentre outras.
Muitos problemas praticos podem ser modelados através da coloragao em grafos, dentre eles:
geréncia e alocagao de recursos, redes de telecomunicacao, redes de transporte, dentre outros.

Este trabalho apresenta um método baseado no algoritmo cldssico de caminho minimo de
Ford-Moore-Bellman [2] e tem como objetivo encontrar os caminhos minimos multimodais em
grafos coloridos com custos crisp, isto é custos cujos valores escalares. O termo crisp é usado
para diferenciar, por exemplo, custos fuzzy de custos cléssicos (crisp).

Formulacao matematica do problema

Um problema bem conhecido em teoria de grafos envolvendo cores é o problema de coloragao em
grafos. Este problema lida com a atribuicao de cores nos elementos de um grafo de acordo com
determinadas restri¢gdes. Coloracao em nés é uma variante deste problema, neste caso o objetivo
é colorir os nés de um grafo usando o menor nimero de cores tal que dois nés adjacentes tenham
cores diferentes. Analogamente, o problema de coloragdo em arcos trata da atribuicao de cores
nos arcos de um grafo usando o menor nimero de cores tal que dois arcos consecutivos tenham
cores diferentes.

A coloracdo em grafos utilizada neste trabalho é significantemente diferente dos tipos de
coloracao citados acima. A coloracao nos arcos nao esta relacionada com a atribuicao de cores aos
elementos do grafo de acordo com determinadas restricoes, mas neste caso as cores representam
os diferentes modos de transportes em uma rede e o objetivo é encontrar uma estrutura otima
da rede através de caminhos minimos. Na literatura, encontramos um trabalho [8] que trata o
problema de redes de transporte multimodal usando coloragao em grafos e baseia-se no algoritmo
classico de Dijkstra [4].

Seja G = (N, A, L) um multigrafo direcionado e colorido, consistindo de um conjunto de nés
(N), um conjunto de cores (ou rétulos) L e um conjunto de arcos rotulados (4, j,1) os quais sao
triplas em N x N x L, com i, j € N, [ € L. Cada cor (rétulo), I € L, representa um modo de
transporte, dessa forma (i, j,[) representa o arco ligando o né 7 ao né j com modo de transporte
l.

Neste contexto, para redes de transporte monomodal pode haver apenas um arco entre cada
par de nés do grafo, ja para redes de transporte multimodal, pode haver mais de um arco entre
dois nés do grafo, mas nao necessariamente entre todos os pares de nés. Além das cores (rétulos),
cada arco tem um custo, por exemplo, ¢;j; representa o custo do arco (i, j) usando o modo .

O problema de caminho minimo em redes de transporte multimodal pode ser formulado da
seguinte forma:
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min z = E Cij1441

1, i=o0
s.a Z Tijl — Z Tj = 0, i#o0,d (1)
J:(ig ) EA (Gl EA -1, i=d

xii = {0,1}, V(i,5,1) € A, Vie L.
onde:
e 0: no origem;
e d: né destino;
e x;;: varidvel de decisao.

Quanto as restrigoes, a primeira restricao garante que o grafo esteja balanceado, ou seja, em
uma solugao viavel a quantidade de arcos entrando em determinado né serd igual & quandidade
de arcos saindo de tal né, a segunda restricao garante a nao negatividade da variavel de decisao
bem como os valores que a mesma pode assumir: 1 se o arco (i, j,l) pertence ao caminho ou 0
se 0 arco nao pertence ao caminho. A funcao objetivo minimiza a soma dos custos dos arcos
que compdem o caminho minimo.

Algoritmo proposto

O algoritmo proposto é uma generalizagao do algoritmo cldssico de Ford-Moore-Bellman [2] para
grafos coloridos cuja aplicacao serd feita em redes de transporte multimodal. Tal algoritmo é
iterativo, possuindo como critério de parada o niimero de iteragoes ou a nao alteracao dos custos
encontrados na iteracao anterior com relacao a iteragao atual.

Na generalizacao feita, cada né terd um conjunto de etiquetas etq(j,;, ant, rot, cust) onde:

e j: n6 em andlise;

e [;: nimero da etiqueta do né j;

e ant: guarda o no i antecedente do né j pelo caminho considerado;
e rot: guarda o modo (ou cor) utilizado para chegar de i até j;

e cust: guarda o custo acumulado da origem até o né (incluindo o custo de mudanca de
modo, quando houver).

Notagoes para o algoritmo

e N: ntumero de nés do grafo;

° Fj_l: conjunto dos nés predecessores do né j;

it: contador de iteragoes;

d;ji: custo do arco (4, j) pelo modo I;

Nmodos: nimeros de modos de transporte considerados;
e ¢: custo de mudanca de modo, que, neste caso é um numero fixo.

A seguir temos os passos do algoritmo.
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e Passo 1: Inicializagao:

—ant=1].

—rot=11].

— cust®(origem) = 0.

— cust®(j) = oo se j # origem.
— <+ 1.

e Passo 2:

Para todo j € N faga:
Para todo i € I~1(j) faca:
Para todo [; faca:
Para todo [ € Nmodos faga:

Se rot(j) # rot(i)
cust(j) = cust®1(j) + diji + €

Senao
cust™(j) = cust®1(j) + d;j
ant(j) =1
rot(j) =1
Fim Se
Fim [
Fim lj
Fim 1
Fim j

e Passo 3: Critério de Parada:

1. Se it =it + 1 > ntimero de arcos, ou se cust’ = cust’*~!, Vj € N, v4 para o Passo
4.

)

2. Senao, va para o Passo 2.
e Passo 4: Recompor os caminhos a partir das etiquetas construidas no Passo 2.

O namero de etiquetas por né tende a aumentar rapidamente a medida em que se aumenta
o numero de arcos e modos do problema a ser resolvido. Por exemplo, considerando que
ha o mesmo nimero de modos entre cada par de nds, em uma solugao vidvel (caminho
minimo), o numero de etiquetas é dado por: m®, onde m é o nimero de modos de transporte
e a ¢ o numero de arcos entre a origem e o destino considerado.

O algoritmo classico de Ford-Moore-Bellman, examina todos os nés até que nao seja
possivel melhorias, dessa forma, aceita arcos com custos negativos. Como o algoritmo
proposto é baseado no algoritmo de Ford-Moore-Bellman, a estrutura é mantida.

Teste computacional

Neste exemplo, a rede multimodal é constituida de 17 nés e 52 arcos, contendo trés modos
de transporte. Os nés 1 e 6 sdo nds origem e o né 17 é nd destino. Os arcos de cor preta
(linhas) s@o referentes ao modo 1, os arcos de cor azul (tracejados) sao referentes ao modo
2 e os arcos de cor vermelha (pontilhados) sao referentes ao modo 3.

Os arcos, custos e os modos de transporte estao definidos na Tabela 1.
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Figura 1: Rede com trés modos de transporte entre alguns nés

Arco | Origem — Destino | Custos | Modos || Arco | Origem — Destino | Custos | Modos
1 1—2 4 1 27 8 — 10 5) 2
2 1—2 7 2 28 8 — 11 13 3
3 1—=2 3 3 29 9—5 4 1
4 1—3 2 1 30 9—5 1 2
) 1—3 7 2 31 9 —11 ) 1
6 2—4 3 1 32 9—11 2 3
7 2—4 4 2 33 10 — 11 3 1
8 2—14 7 3 34 10 —» 11 6 2
9 3—5 5 1 35 11 — 12 12 1
10 3—5 3 2 36 11 — 12 2 2
11 4 —11 7 1 37 11 — 13 11 1
12 4 —11 6 2 38 11 — 13 4 2
13 4 —11 5 3 39 12 —» 14 4 1
14 5 — 11 6 1 40 12 — 14 ) 2
15 95— 11 5 2 41 12 — 15 10 1
16 6—7 2 1 42 12 — 15 12 2
17 6—>7 7 2 43 13—+ 15 ) 1
18 6—7 2 3 44 13 =15 7 2
19 6—8 4 1 45 13 — 16 8 1
20 6 — 38 5 2 46 13 — 16 9 2
21 6 —38 2 3 47 14 — 15 4 1
22 7T—5 8 1 48 14 — 15 4 2
23 7T—5 3 2 49 15— 17 ) 1
24 8—9 3 1 50 15— 17 3 2
25 8—9 4 2 ol 16 — 17 3 1
26 8 —10 3 1 52 16 — 17 2 2

Tabela 1: Dados da Rede Multimodal da Figura 1

As Tabelas 2 e 3 apresentam os resultados obtidos através do algoritmo proposto para
diferentes valores do custo de mudanga de modo considerando os ndés 1 e 6 como nds
origem. O numero em cima da seta em cada arco indica o modo de transporte usado para
percorre-lo.
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Custo de mudanca Caminho minimo Custo do caminho
0 1 —13—25 —211 —? 13—115—217 22
0,5 1 —'3 =25 5211 —?13—t15—217 23,5
2 1 —13—525 —211 —213—215—217 26
4 1 —t3 —ts 111 —213—215—217 31
8 1 —1'3—l5 —t11 —t13—h15—117 34

Tabela 2: Resultados obtidos através do algoritmo proposto para o né origem 1

Custo de mudanca Caminho minimo Custo do caminho
0 6 —38 —19 311 —213—115—217 19
0,5 6 —38 —19 —311 —213—115—217 21,5
2 6 —38 —110 —! 11 —2 13—215—217 26
4 6 —38 —110 —! 11 —2 13—215—217 30
8 6 —3 8 —3 11 —2 13—215—217 37

Tabela 3: Resultados obtidos através do algoritmo proposto para o né origem 6

Neste exemplo, fizemos testes para outros valores do custo de mudanca de modo e obser-
vamos que para valores maiores ou iguais a 8, o caminho minimo encontrado é sempre o
mesmo.

Conclusoes

Problemas de redes de transporte tém sido extensamente estudados e aplicados nas solugoes
de problemas reais. Tratar do problema de redes de transportes multimodais, monomodais
e problemas correlatos é cada vez mais importante e necessario para buscar solugoes,
melhorar o planejamento, e, permitir uma viagem mais tranquila tanto para os usuarios
de transportes publicos bem como de veiculos particulares.

O método apresentado tratou o problema de caminho minimo em grafos coloridos com
aplicacdo em redes de transporte multimodal. Ao considerar diferentes valores para o
custo de mudanca de modo, diferentes solugoes foram encontradas, fato que ocorre em
problemas reais, j4 que os usudrios, em geral, nao estao dispostos a realizar mudanca
de modo, mas fazem tal mudanca quando nao tem outra opgao. Vale lembrar que este
método é inovativo, pois na literatura encontramos um trabalho que propde um algoritmo
semelhante, porém baseado no algoritmo classico de Dijkstra.

Testes em instancias maiores estao sendo feitos a fim de comprovar a eficiéncia e acuracia
do método, que mostrou-se eficiente no exemplo aqui apresentado.
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