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Resumo: Neste trabalho, com o intuito de analisar a modelagem feita com equacgoes diferen-
ciais fraciondrias no sentido de Caputo, analisamos, a partir da generaliza¢do fraciondria do
oscilador harmonico fraciondrio e da primeira equacdo diferencial de Malthus, o comportamento
da derivada fraciondria de Caputo com ordem 0 < a < 1 e com ordem 1 < 8 < 2. Um com-
portamento, em principio, inesperado das solucdes € discutido. Por fim, analisamos a eventual
aplicabilidade desta andlise para interpretar fisicamente a derivada fraciondria.
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1 Introducao

Obter uma equacao diferencial cuja solucao descreva bem a realidade, traz consigo uma enorme
dificuldade, uma vez que quanto mais préximos estamos de descrever perfeitamente um problema
real maiores costumam ser o nimero de variaveis envolvidas e a complexidade das equagoes.

Neste sentido, o calculo de ordem nao-inteira, tradicionalmente conhecido como fracionério®,
que é o ramo da matematica que se dedica ao estudo de integrais e derivadas de ordens nao intei-
ras, vem desempenhado um papel de grande destaque. Sao iniimeros os problemas que, quando
descritos em termos de equacoes diferenciais de ordem nao inteira, oferecem uma descricao mais
precisa da realidade [2, 3, 4, 5, 9, 10]. Tém destaque os fendmenos que possuem dependéncia
temporal, uma vez que as derivadas fraciondrias sdo operadores nao locais, que descrevem com
grande precisao os assim chamados efeitos de meméria [3, 9].

A forma usual de se utilizar a modelagem fracionaria consiste em substituir a derivada de or-
dem inteira, presente na equagao diferencial do modelo estudado, por uma derivada fracionéria,
normalmente de ordem menor que ou igual a do modelo, de forma que a solucdo inteira seja
recuperada como caso particular [3]. Este procedimento foi recentemente utilizado para genera-
lizar a conhecida equagao logistica de Pierre Frangois Verhulst [13]. Verificou-se que a solugao da
correspondente versao fraciondria descreve com maior precisao o crescimento de determinados
tipos de tumor de cancer [12].

Provavelmente, o exemplo mais conhecido da eficiéncia deste processo seja o do oscilador
harmonico fraciondrio [6]. De fato, ao substituir a derivada de ordem dois, presente no modelo

'De fato, o nome célculo fracionario néo é o mais preciso ja que a derivada pode ser de ordem real e até mesmo
complexa, entretanto por tradicdo este nome ainda é o mais utilizado.
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do oscilador harmonico simples, por uma derivada fraciondria de Caputo com ordem 1 < @ < 2
obtemos como resposta o oscilador harmonico amortecido [11]. A interpretagao fisica usualmente
dada para este fato é que os diferentes atritos presentes no sistema levam & uma diminuicao na
taxa de variacdo, desta forma ao considerar o valor da ordem da taxa de variacdo como sendo
um numero entre um e dois, estarifamos embutindo na ordem da derivada todos os atritos do
sistema, consequentemente, para modelar com maior precisao um movimento harmonico ao invés
de determinar cada um dos coeficientes de atrito presentes no sistema, bastaria determinar qual
¢ a ordem da derivada que mais se adequa.

No presente trabalho, apds introduzir alguns conceitos e resultados preliminares apresen-
tamos o oscilador harmoénico fraciondrio e, seguindo a mesma ldogica e interpretacao fisica da
derivada fraciondria, resolvemos a equagao diferencial de Malthus [13], do crescimento de uma
populacao em um ambiente ideal. Mostramos que o resultado obtido no caso do oscilador
harmonico condiz com a intuicao usual, mas que o mesmo nao ocorre com o modelo exponencial
e analisamos uma possivel contribuicao para a interpretacao fisica da derivada fracionaria, mais
especificamente, verificamos a diferenca entre valor da ordem da taxa de varia¢do e o valor da
taxa de variacdo.

2 Conceitos Preliminares

Nesta secao vamos utilizar a generalizagao do conceito de fatorial, feito através da funcao gama,
para introduzir a integral fracionaria de Riemann-Liouville [3].

2.1 Funcao Gel’fand-Shilov

Sejam n € N e v um nimero nao-inteiro, definimos a fungao Gel’ fand — Shilov como:

tn—l tu—l
D E——— t> t >
o) i={ w1 CTZ0 e g0 ={ Ty *'2°
0 set <0 0 set <0.

Assim, a transformada de Laplace é expressa por:

soi = [ g [ O G = i [ aam e 0

na qual a segunda igualdade é devida a mudanga de varidvel (st = a) e a tltima igualdade a
definigao da fungao gama [7].

2.2 Funcoes de Mittag-Leffler

A fungao de Mittag-Leffler, conforme introduzidas por Mittag-Leffler em 1903 [8], é uma func¢ao
complexa, dependendo de um parametro complexo dada por:

& n
z
E = _—, eC eR > 0. 2

OC(‘T) nz_;) P(na + 1) z e e(a) ( )
Claramente, para o = 1 recuperamos a fungao exponencial, isto é, F1(z) = e*. Uma genera-
lizagao da fungao de Mittag-Leffler, com dois parametros, foi proposta por Wiman em 1905 [14]
da seguinte forma:

o Zn
Ea = T/ o\ ) .
5(2) ;P(aHm zeC eRe(a), Re(B) >0 (3)
A transformada de Laplace da funcao tﬁ_lEa,ﬁ (at®), é dada por:
a—p
Bs—1 o _ S
I [t B 5(+at )] == (4)
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2.3 Integral Fracionaria

Definimos a integral fraciondria de Riemann-Liouville através da funcao Gama, funcao esta que
é uma generalizacdo do conceito de fatorial.

Definigao: Sejam n € Ne f(t) : R — R uma funcao integravel. Denotamos o Operador Integral
I e I"™ de ordens 1 e n respectivamente como?:

If(t):/otf(tl)dtl e I"f(t):/ot/otl /Otz.../otn1f(tn)dtndtn_1...dt2dt1.

Teorema: Para f(t) : R — R integravel, definimos a Integral de ordem n como produto de
Convolucao, do seguinte modo:

t (t _ 7_)n—l

0 = 60+ 50 = [ ot =nf)ar = [ ETmpman o)

na qual denotamos por x o produto de convolugao e ¢,(t) a fungao Gel’fand-Shilov.
Definigao: Seja f(t) uma funcao integravel, a integral de ordem fracionaria v de f(t) segundo
Riemann-Liouville, denotada por I” f(t), é expressa por:

t _7.1/—1
i =10 - [ L

o) f(r)dr. (6)

2.4 Derivada Fracionaria de Caputo.

Segundo Caputo, a derivada de ordem arbitraria « é definida pela integral de ordem fracionaria
de uma derivada de ordem inteira, de forma que a lei dos expoentes seja plausivel. Dessa forma,
sejam f(t) uma funcdo diferencidvel, m € IN tal que m — 1 < Re(a) < m, temos®:

DEf(t) = I D" f(t) = dm—a(t) * D™ f(1). (7)

2.5 Transformada de Laplace

A partir da definigdo de Integral de Riemann-Liouville, do teorema de convolugao e da equagao
(7), temos que[12]

LD ()] = Llom—a * D" f(1)] = L[Pm-a(®)] L[D™ ()] = s*7™ L[D™ f(1)]. (8)

3 Oscilador Harmonico Fracionario

Nesta se¢ao, vamos apresentar o conhecido resultado do oscilador harménico fracionario e suas
usuais interpretacoes fisicas [11].
Iniciamos pelo oscilador harmoénico usual. Sabe-se, pela segunda lei de Newton do movimento
aplicado a sistemas que se repetem no tempo, que a equagao
L (0) 4 Sa(0) + k(t) = gl
m—x —x x(t) = ,
a2 Mt g
descreve o deslocamento (elongagao) de um corpo de massa m, no tempo t, a partir da posigao
de equilibrio, sujeito a uma forca do tipo Hook, —kz(t), a uma forga de amortecimento — ,u%x(t)
e a uma forca externa g(t), onde p e k sdo constantes positivas.

2Também definimos, por conveniéncia, que I°f(t) = f(t).
3Como consequéncia da definicdo, se & = m entdo D™ = I™"™ D™ f(t) = I° D™ f(t) = D™f(t), isto é, a
derivada usual é um caso particular.
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Vamos analisar o particular caso desta equacao no qual nao hé atritos nem forcas externas
atuando sobre o sistema, isto é,
42
de?
na qual w3 = k/m e sujeito as condicdes iniciais z(0) = z¢ e 2/(0) = 0. Podemos reescrever a
equacao (9) da seguinte forma:

z(t) +wiaz(t) =0, 9)

z(t) = 2(0) + t2'(0) — wg/o /OU z(u)dudv = 2(0) + t2'(0) — wd I2x(t). (10)

A fim de considerar um modelo mais préximo da realidade, isto é, um modelo que envolva atritos,
introduzimos o modelo fracionario com o seguinte argumento: “a presenca de atritos levard a
uma diminuicao na tara de variacao do espaco pelo tempo, desta forma, ao invés de introduzir
na equacgdao (9) os diferentes tipos de atrito existentes, vamos substituir a taza de varia¢ao de
ordem dois presente na equagdo por uma de ordem 1 < a <2 7 [6, 11], ou seja:

[e%
dte

na qual w% = w®. Aplicando a transformada de Laplace na iltima equacéo, utilizando a defini¢ao

x(t) +wiz(t) =0 & z(t) = 2(0) + t2’(0) — w® I*x(t), (11)

(6), o teorema da convolucido de Laplace e a propriedade (1), podemos escrever:
st s 2 ga—1 g2
X(s) = 20—+ 0)——— = 2(0)0—— + 20— (12
() = O PO = 2O PO (12)

na qual X (s) é a transformada de Laplace de z(t). Como z'(0) = 0 temos, aplicando a trans-
formada de Laplace inversa na equacao anterior e utilizando a equagao (4), que

x(t) = zg Eo(—w™ t%). (13)

A seguir apresentamos o comportamento grafico da solucao, considerando zg = 1ew = 1. E

Eq(—t%)

05

-10

Figura 1: Gréafico de E,(—t%), para valores de «, entre 1 e 2.

possivel concluir, tanto pela observacao do gréafico, quanto aplicando o limite &« — 2 na equagao
(13), que o caso inteiro, isto é, o oscilador harmoénico simples, é um caso particular da solugao
fraciondria. De fato,

lim x(t) = g Ea(—w t%) = zg cos(wt).
a—2

“Como 1 < a < 2, temos, na equacio (8), que m = 2.
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4 Crescimento Exponencial de Malthus

O modelo proposto por Malthus para descrever o crescimento, em um meio ideal, de uma
populacao com P(t) individuos no instante ¢ baseia-se na hip6tese de que, nestas circunstancias,
a taza de varia¢ao do nimero de individuos serd proporcional a prdpria populagdo, ou seja [12],

%P(t) =kP(t) = P(t) = P(O)ekt. (14)
Vamos introduzir a versao fraciondria do modelo anterior utilizando o mesmo tipo de raciocinio
feito no caso do oscilador harmonico, isto é, “uma vez que em uma situacao nao ideal hd uwma
série de fatores inibidores como, por exemplo disputa por recursos vitais, ao invés de considerar
tais fatores na equacao vamos levar em conta que tais fatores levam a uma diminuicdo na taza
de variacao e substituir a derivada de ordem um presente no modelo por uma derivada de ordem
0 < a<1”[5], ou seja:

da

dt—ap(t) =kP(t). (15)
Aplicando a transformada de Laplace na equacio anterior podemos escrever, a partir da equacao

(8), que

sF(s) — s*7'P(0) = KF(s) = F(s)=P(0) (16)

s —k’
na qual F'(s) é a transformada de Laplace de P(t). Aplicando a transformada de Laplace inversa
e utilizando a equacao (4) temos

P(t) = P(0)Eq (k). (17)

Apresentamos a seguir o grafico da solugao da equagao (15), tomando P(0) =1e K = 1.

50,

— a=3/4
— a=1/2
— a=1/4

Figura 2: Grafico de E,(t%), para valores de «, entre 0 e 1.

Nota-se que quanto menor a ordem da derivada fraciondria da equagao (15) maior é a taxa
de variacao de P(t), o que é um resultado diametralmente oposto ao esperado uma vez que, por
nossas consideragoes iniciais, era esperado que o crescimento de P(t) fosse menor a medida que
diminuissemos o ordem da derivada.

Uma vez que o resultado da equagao (15) nao foi o esperado vamos resolver a mesma equagao
considerando agora a ordem da derivada como sendo 1 < 8 < 2, ou seja:

d?

—7P(t) = kP(D). (18)
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Aplicando a transformada de Laplace na equacio anterior podemos escrever, a partir da equacao
(8), que

() S (19)

sPF(s) —s"71P(0) — s"~2P'(0) = K F(s) =  F(s)=P(0) gt

na qual F'(s) é a transformada de Laplace de P(t). Aplicando a transformada de Laplace inversa
e utilizando a equagao (4) temos

P(t) = P(0) Eg(kt?) + P'(0)t Ega(kt?). (20)
Apresentamos a seguir o grafico da solugao da equagao (18), tomando P(0) =1 = P'(0) e K = 1.

40 -
30
20

10

Figura 3: Grafico de Eg(t°) +t Eg2(kt?), para valores de 3, entre 1 e 2.

Nota-se que também na solugdo da equagao (18), quanto menor a ordem da derivada fra-
cionéria maior é o crescimento de P(t), contudo a solucao da equacao (18) parece ser mais
conveniente para descrever uma situagao nao ideal de crescimento de uma populagao que a
solucao da equagao (14).

5 Analise dos Resultados

A modelagem fraciondria tem sido amplamente utilizada com o intuito de generalizar e tor-
nar mais precisa a modelagem usual. A justificativa mais comumente encontrada para este
tipo de generalizacdo é que “ao modelar um determinado fenémeno € comum fazer algumas
simplificacoes, usualmente estas simplificacoes, se consideradas no modelo, levam a uwma dimi-
nuicdo na taxa de variagdo do fendomeno, desta forma, ao invés de considerar diversos fatores
na equacdo podemos embutir a influencia destes na ordem da derivada.”

Este tipo de argumentagao mostrou-se valida para inimeros problemas [5, 9] como, por exem-
plo, no caso do oscilador harmoénico [11], aqui apresentado, e no caso do crescimento logistico
[12]. Contudo ao analisar o modelo do crescimento exponencial verificamos um comportamento
contrario, ou seja, a medida que diminuimos a ordem da taxa de variacao temos um crescimento
mais acentuado da populacao.

O presente trabalho evidencia a diferenca que existe entre os conceitos de valor da ordem
da taxza de variacao e de valor da taxza de variacao. Embora estes apresentem um comporta-
mento similar em alguns problemas, isto ndo é sempre verificado. Naturalmente, este tipo de
observacao pode nos axiliar no entendimento da interpretacao fisica da derivada fracionaria.
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