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Resumo: Neste trabalho, com o intuito de analisar a modelagem feita com equações diferen-
ciais fracionárias no sentido de Caputo, analisamos, a partir da generalização fracionária do
oscilador harmônico fracionário e da primeira equação diferencial de Malthus, o comportamento
da derivada fracionária de Caputo com ordem 0 < α ≤ 1 e com ordem 1 < β ≤ 2. Um com-
portamento, em prinćıpio, inesperado das soluções é discutido. Por fim, analisamos a eventual
aplicabilidade desta análise para interpretar fisicamente a derivada fracionária.
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1 Introdução

Obter uma equação diferencial cuja solução descreva bem a realidade, traz consigo uma enorme
dificuldade, uma vez que quanto mais próximos estamos de descrever perfeitamente um problema
real maiores costumam ser o número de variáveis envolvidas e a complexidade das equações.

Neste sentido, o cálculo de ordem não-inteira, tradicionalmente conhecido como fracionário1,
que é o ramo da matemática que se dedica ao estudo de integrais e derivadas de ordens não intei-
ras, vem desempenhado um papel de grande destaque. São inúmeros os problemas que, quando
descritos em termos de equações diferenciais de ordem não inteira, oferecem uma descrição mais
precisa da realidade [2, 3, 4, 5, 9, 10]. Têm destaque os fenômenos que possuem dependência
temporal, uma vez que as derivadas fracionárias são operadores não locais, que descrevem com
grande precisão os assim chamados efeitos de memória [3, 9].

A forma usual de se utilizar a modelagem fracionária consiste em substituir a derivada de or-
dem inteira, presente na equação diferencial do modelo estudado, por uma derivada fracionária,
normalmente de ordem menor que ou igual a do modelo, de forma que a solução inteira seja
recuperada como caso particular [3]. Este procedimento foi recentemente utilizado para genera-
lizar a conhecida equação loǵıstica de Pierre François Verhulst [13]. Verificou-se que a solução da
correspondente versão fracionária descreve com maior precisão o crescimento de determinados
tipos de tumor de câncer [12].

Provavelmente, o exemplo mais conhecido da eficiência deste processo seja o do oscilador
harmônico fracionário [6]. De fato, ao substituir a derivada de ordem dois, presente no modelo

1De fato, o nome cálculo fracionário não é o mais preciso já que a derivada pode ser de ordem real e até mesmo
complexa, entretanto por tradição este nome ainda é o mais utilizado.
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do oscilador harmônico simples, por uma derivada fracionária de Caputo com ordem 1 < α ≤ 2
obtemos como resposta o oscilador harmônico amortecido [11]. A interpretação f́ısica usualmente
dada para este fato é que os diferentes atritos presentes no sistema levam à uma diminuição na
taxa de variação, desta forma ao considerar o valor da ordem da taxa de variação como sendo
um número entre um e dois, estaŕıamos embutindo na ordem da derivada todos os atritos do
sistema, consequentemente, para modelar com maior precisão um movimento harmônico ao invés
de determinar cada um dos coeficientes de atrito presentes no sistema, bastaria determinar qual
é a ordem da derivada que mais se adequa.

No presente trabalho, após introduzir alguns conceitos e resultados preliminares apresen-
tamos o oscilador harmônico fracionário e, seguindo a mesma lógica e interpretação f́ısica da
derivada fracionária, resolvemos a equação diferencial de Malthus [13], do crescimento de uma
população em um ambiente ideal. Mostramos que o resultado obtido no caso do oscilador
harmônico condiz com a intuição usual, mas que o mesmo não ocorre com o modelo exponencial
e analisamos uma posśıvel contribuição para a interpretação f́ısica da derivada fracionária, mais
especificamente, verificamos a diferença entre valor da ordem da taxa de variação e o valor da
taxa de variação.

2 Conceitos Preliminares

Nesta seção vamos utilizar a generalização do conceito de fatorial, feito através da função gama,
para introduzir a integral fracionária de Riemann-Liouville [3].

2.1 Função Gel’fand-Shilov

Sejam n ∈ N e ν um número não-inteiro, definimos a função Gel′fand− Shilov como:

φn(t) :=







tn−1

(n− 1)!
se t ≥ 0

0 se t < 0
e φν(t) :=







tν−1

Γ(ν)
se t ≥ 0

0 se t < 0.

Assim, a transformada de Laplace é expressa por:

L[φν(t)] =

∫

∞

0

e−st t
ν−1

Γ(ν)
dt =

1

Γ(ν)

∫

∞

0

e−a
(a

s

)ν−1 da

s
=

s−ν

Γ(ν)

∫

∞

0

e−aaν−1da = s−ν , (1)

na qual a segunda igualdade é devida a mudança de variável (st = a) e a última igualdade à
definição da função gama [7].

2.2 Funções de Mittag-Leffler

A função de Mittag-Leffler, conforme introduzidas por Mittag-Leffler em 1903 [8], é uma função
complexa, dependendo de um parâmetro complexo dada por:

Eα(x) =

∞
∑

n=0

zn

Γ(nα+ 1)
, z ∈ IC e Re(α) > 0. (2)

Claramente, para α = 1 recuperamos a função exponencial, isto é, E1(z) = ex. Uma genera-
lização da função de Mittag-Leffler, com dois parâmetros, foi proposta por Wiman em 1905 [14]
da seguinte forma:

Eα,β(z) =

∞
∑

n=0

zn

Γ(αn + β)
, z ∈ IC e Re(α), Re(β) > 0. (3)

A transformada de Laplace da função tβ−1Eα,β(at
α), é dada por:

L

[

tβ−1Eα,β(±atα)
]

=
sα−β

sα ∓ a
. (4)
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2.3 Integral Fracionária

Definimos a integral fracionária de Riemann-Liouville através da função Gama, função esta que
é uma generalização do conceito de fatorial.
Definição: Sejam n ∈ N e f(t) : R → R uma função integrável. Denotamos o Operador Integral
I e In de ordens 1 e n respectivamente como2:

If(t) =

∫ t

0

f(t1) dt1 e Inf(t) =

∫ t

0

∫ t1

0

∫ t2

0

· · ·

∫ tn−1

0

f(tn) dtn dtn−1 . . . dt2 dt1.

Teorema: Para f(t) : R → R integrável, definimos a Integral de ordem n como produto de
Convolução, do seguinte modo:

Inf(t) = φn(t) ∗ f(t) =

∫ t

0

φn(t− τ)f(τ) dτ =

∫ t

0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ) dτ, (5)

na qual denotamos por ∗ o produto de convolução e φn(t) a função Gel’fand-Shilov.
Definição: Seja f(t) uma função integrável, a integral de ordem fracionária ν de f(t) segundo
Riemann-Liouville, denotada por Iνf(t), é expressa por:

Iνf(t) = φν(t) ∗ f(t) =

∫ t

0

(t− τ)ν−1

Γ(ν)
f(τ) dτ. (6)

2.4 Derivada Fracionária de Caputo.

Segundo Caputo, a derivada de ordem arbitrária α é definida pela integral de ordem fracionária
de uma derivada de ordem inteira, de forma que a lei dos expoentes seja plauśıvel. Dessa forma,
sejam f(t) uma função diferenciável, m ∈ IN tal que m− 1 < Re(α) ≤ m, temos3:

Dαf(t) = Im−α Dmf(t) = φm−α(t) ∗D
mf(t). (7)

2.5 Transformada de Laplace

A partir da definição de Integral de Riemann-Liouville, do teorema de convolução e da equação
(7), temos que[12]

L[Dαf(t)] = L[φm−α ∗Dmf(t)] = L[Φm−α(t)]L[D
mf(t)] = sα−m

L[Dmf(t)]. (8)

3 Oscilador Harmônico Fracionário

Nesta seção, vamos apresentar o conhecido resultado do oscilador harmônico fracionário e suas
usuais interpretações f́ısicas [11].

Iniciamos pelo oscilador harmônico usual. Sabe-se, pela segunda lei de Newton do movimento
aplicado a sistemas que se repetem no tempo, que a equação

m
d2

dt2
x(t) + µ

d

dt
x(t) + k x(t) = g(t),

descreve o deslocamento (elongação) de um corpo de massa m, no tempo t, a partir da posição

de equiĺıbrio, sujeito a uma força do tipo Hook, −kx(t), a uma força de amortecimento −µ d
dt
x(t)

e a uma força externa g(t), onde µ e k são constantes positivas.

2Também definimos, por conveniência, que I0f(t) = f(t).
3Como consequência da definição, se α = m então Dm = Im−m Dmf(t) = I0 Dmf(t) = Dmf(t), isto é, a

derivada usual é um caso particular.
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Vamos analisar o particular caso desta equação no qual não há atritos nem forças externas
atuando sobre o sistema, isto é,

d2

dt2
x(t) + ω2

0 x(t) = 0, (9)

na qual ω2
0
= k/m e sujeito às condições iniciais x(0) = x0 e x′(0) = 0. Podemos reescrever a

equação (9) da seguinte forma:

x(t) = x(0) + tx′(0)− ω2

0

∫ t

0

∫ v

0

x(u)dudv = x(0) + tx′(0)− ω2

0 I
2x(t). (10)

A fim de considerar um modelo mais próximo da realidade, isto é, um modelo que envolva atritos,
introduzimos o modelo fracionário com o seguinte argumento: “a presença de atritos levará a
uma diminuição na taxa de variação do espaço pelo tempo, desta forma, ao invés de introduzir
na equação (9) os diferentes tipos de atrito existentes, vamos substituir a taxa de variação de
ordem dois presente na equação por uma de ordem 1 < α ≤ 2 ” [6, 11], ou seja:

dα

dtα
x(t) + ω2

0x(t) = 0 ⇔ x(t) = x(0) + tx′(0) − ωα Iαx(t), (11)

na qual ω2
0
= ωα. Aplicando a transformada de Laplace na última equação, utilizando a definição

(6), o teorema da convolução de Laplace e a propriedade (1), podemos escrever4:

X(s) = x(0)
s−1

1 + ωα s−α
+ x′(0)

s−2

1 + ωα s−α
= x(0)

sα−1

sα + ωα
+ x′(0)

sα−2

sα + ωα
(12)

na qual X(s) é a transformada de Laplace de x(t). Como x′(0) = 0 temos, aplicando a trans-
formada de Laplace inversa na equação anterior e utilizando a equação (4), que

x(t) = x0 Eα(−ωα tα). (13)

A seguir apresentamos o comportamento gráfico da solução, considerando x0 = 1 e ω = 1. É

5 10 15

-1.0

-0.5

0.5

t

Eα(−tα)

α = 1.8

α = 1.9

α = 1.95

α = 2

Figura 1: Gráfico de Eα(−tα), para valores de α, entre 1 e 2.

posśıvel concluir, tanto pela observação do gráfico, quanto aplicando o limite α → 2 na equação
(13), que o caso inteiro, isto é, o oscilador harmônico simples, é um caso particular da solução
fracionária. De fato,

lim
α→2

x(t) = x0 E2(−ωα tα) = x0 cos(ω t).

4Como 1 < α ≤ 2, temos, na equação (8), que m = 2.
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4 Crescimento Exponencial de Malthus

O modelo proposto por Malthus para descrever o crescimento, em um meio ideal, de uma
população com P (t) indiv́ıduos no instante t baseia-se na hipótese de que, nestas circunstâncias,
a taxa de variação do número de indiv́ıduos será proporcional à própria população, ou seja [12],

d

dt
P (t) = kP (t) ⇒ P (t) = P (0)ekt. (14)

Vamos introduzir a versão fracionária do modelo anterior utilizando o mesmo tipo de racioćınio
feito no caso do oscilador harmônico, isto é, “uma vez que em uma situação não ideal há uma
série de fatores inibidores como, por exemplo disputa por recursos vitais, ao invés de considerar
tais fatores na equação vamos levar em conta que tais fatores levam a uma diminuição na taxa
de variação e substituir a derivada de ordem um presente no modelo por uma derivada de ordem
0 < α ≤ 1” [5], ou seja:

dα

dtα
P (t) = kP (t). (15)

Aplicando a transformada de Laplace na equação anterior podemos escrever, a partir da equação
(8), que

sαF (s)− sα−1P (0) = KF (s) ⇒ F (s) = P (0)
sα−1

sα − k
, (16)

na qual F (s) é a transformada de Laplace de P (t). Aplicando a transformada de Laplace inversa
e utilizando a equação (4) temos

P (t) = P (0)Eα(k t
α). (17)

Apresentamos a seguir o gráfico da solução da equação (15), tomando P (0) = 1 e K = 1.
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Figura 2: Gráfico de Eα(t
α), para valores de α, entre 0 e 1.

Nota-se que quanto menor a ordem da derivada fracionária da equação (15) maior é a taxa
de variação de P (t), o que é um resultado diametralmente oposto ao esperado uma vez que, por
nossas considerações iniciais, era esperado que o crescimento de P (t) fosse menor a medida que
diminúıssemos o ordem da derivada.

Uma vez que o resultado da equação (15) não foi o esperado vamos resolver a mesma equação
considerando agora a ordem da derivada como sendo 1 < β ≤ 2, ou seja:

dβ

dtβ
P (t) = kP (t). (18)
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Aplicando a transformada de Laplace na equação anterior podemos escrever, a partir da equação
(8), que

sβF (s)− sβ−1P (0)− sβ−2P ′(0) = KF (s) ⇒ F (s) = P (0)
sβ−1

sβ − k
+P ′(0)

sβ−2

sβ − k
, (19)

na qual F (s) é a transformada de Laplace de P (t). Aplicando a transformada de Laplace inversa
e utilizando a equação (4) temos

P (t) = P (0)Eβ(k t
β) + P ′(0) t Eβ,2(k t

β). (20)

Apresentamos a seguir o gráfico da solução da equação (18), tomando P (0) = 1 = P ′(0) eK = 1.
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Figura 3: Gráfico de Eβ(t
β) + t Eβ,2(k t

β), para valores de β, entre 1 e 2.

Nota-se que também na solução da equação (18), quanto menor a ordem da derivada fra-
cionária maior é o crescimento de P (t), contudo a solução da equação (18) parece ser mais
conveniente para descrever uma situação não ideal de crescimento de uma população que a
solução da equação (14).

5 Análise dos Resultados

A modelagem fracionária tem sido amplamente utilizada com o intuito de generalizar e tor-
nar mais precisa a modelagem usual. A justificativa mais comumente encontrada para este
tipo de generalização é que “ao modelar um determinado fenômeno é comum fazer algumas
simplificações, usualmente estas simplificações, se consideradas no modelo, levam a uma dimi-
nuição na taxa de variação do fenômeno, desta forma, ao invés de considerar diversos fatores
na equação podemos embutir a influencia destes na ordem da derivada.”

Este tipo de argumentação mostrou-se válida para inúmeros problemas [5, 9] como, por exem-
plo, no caso do oscilador harmônico [11], aqui apresentado, e no caso do crescimento loǵıstico
[12]. Contudo ao analisar o modelo do crescimento exponencial verificamos um comportamento
contrário, ou seja, a medida que diminúımos a ordem da taxa de variação temos um crescimento
mais acentuado da população.

O presente trabalho evidencia a diferença que existe entre os conceitos de valor da ordem
da taxa de variação e de valor da taxa de variação. Embora estes apresentem um comporta-
mento similar em alguns problemas, isto não é sempre verificado. Naturalmente, este tipo de
observação pode nos axiliar no entendimento da interpretação f́ısica da derivada fracionária.
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