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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o conceito de grafo de Reeb e mostrar algumas de suas
aplicacdes. A teoria de grafos € usada de forma muito efetiva na modelagem de problemas. Tais proble-
mas podem ter origens préticas - como € o caso dos problemas de corte e de transporte - como também
apresentar aplicacdes puramente abstratas. Apresentaremos neste trabalho duas aplicacdes elegantes que
utilizam os grafos de Reeb. Tais aplica¢Oes estdo relacionados ao problema da classificacdo topoldgica
de aplicacdes diferencidveis definidas na esfera.

Dada uma superficie compacta e conexa M e uma funcio real diferenciavel f definida em M, pode-
mos associar um espaco quociente definido da seguinte maneira: (P, f(p)) ~ (Q, f(Q)),com P,Q € M
se, e somente se, f(P) = f(Q) e P e Q estio na mesma componente conexa de f~1(f(P)). Tal espago
quociente M/ ~ pode ser efetivamente codificado por uma estrutura de grafo. E em particular, no caso
em que M = S? (a esfera unitiria em R?) esse grafo é uma arvore. Além disso, Reeb mostrou que a
estrutura do grafo depende dos pontos criticos de f.

Se M é uma superficie fechada e conexa, e f : M — R € uma aplicaco estavel, entdo o espaco
quociente M/ ~ admite uma estrutura de grafo conexo de maneira que:

1. Os vértices s@o as componentes conexas das curvas de nivel de valores criticos que contém pontos
criticos de f;

2. Cada aresta estd formada por pontos que correspondem as componentes conexas das curvas de
nivel de valores regulares de f.

Cada vértice do grafo M/ ~ pode ser de dois tipos, podendo corresponder a uma componente conexa
de uma curva de nivel que contém um ponto critico de tipo max/min ou de tipo sela.

Por dltimo, sejam z1, ...,z em R os valores criticos distintos de f tais que z; < --- < 2, entdo
podemos etiquetar cada vértice com valores ¢ € {1,...,k} correspondentes aos valores criticos z;. O
grafo de Reeb cldssico é definido como sendo o grafo formado a partir de M/ ~ juntamente com a
coloracdo das arestas e a etiquetagem dos vértices definidas acima.

Tais grafos tém sido extensivamente aplicados no estudo de padrdes/modelos que fornecam informagdes
topoldgicas dos objetos envolvidos no problema a ser estudado, seja ele da Engenharia, Computacio,
Matematica, Matematica Aplicada ou outras dreas afins.

Uma das aplicagdes que queremos apresentar, devida a V.I. Arnold [1], mostra que o grafo de Reeb
associado a uma funcgdo estdvel definida na esfera ¢ um invariante completo para a classificacio to-
poldgica de tais fungdes. Motivados por este problema, apresentaremos uma versdo generalizada do
grafo de Reeb o qual torna-se também um invariante topolégico completo mas agora para aplicacdes
estaveis da esfera S? tomando valores em S* e niio mais em R. Este fato é crucial para entender o pro-
blema da classificaciio topolégica das aplicagdes de R em R? com zeros isolados. Este grafo de Reeb
generalizado bem como os resultados citados podem ser encontrados em [3] e [6].
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