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Resumo Um modelo turbulento de tensões de Reynolds para fluidos viscoelásticos, descrito pelo o modelo de fluidos newto-
niano generalizado (GNF) é analisado em um escoamento turbulento entre placas com fluidos viscoelásticos. O modelo GNF foi
modificado para capturar o efeito viscoelástico em escoamentos turbulentos através da introdução de uma viscosidade não linear
que depende do reoespessamento da razão de Trouton. O seu desempenho é analisado comparando as previsões do modelo com
as previsões da simulação numérica direta (DNS) de fluidos teóricos descritos pelo o modelo não linear de extensão finita usan-
do a aproximação de Peterlin, designado pelo modelo FENE-P.
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1 Introdução

A redução do arrasto de fluidos viscoelásticos foi
referida pela primeira vez por Toms em 1949. No seu
trabalho usaram-se soluções diluídas de polímero
tendo-se medido a relação entre a perda de carga e o
caudal em escoamento turbulento em condutas.
Desde essa altura o fenómeno tem atraído a atenção
de muitos pesquisadores empenhados em descobrir
os mecanismos que levam ao fenómeno, devido ao
seu potencial em aplicações práticas de engenharia,
tais como em sistemas de aquecimento e
arrefecimento comunitário ou de transporte de fluidos
a longas distâncias. Pinho (2003)

A necessidade de possuir ferramentas de cálculo
numérico para aplicações de engenharia comuns,
levou ao aparecimento dos primeiros modelos
turbulentos para fluidos não newtonianos nos anos
70, como por exemplo, Mizushina et al. (1973),
Durst e Rastogi (1977), Poreh e Hassid (1977) e
Hassid e Poreh (1978). Estes modelos eram muito
limitados visto que não se baseavam numa equação
constitutiva e dependiam de parâmetros que
mudavam consoante o tipo de geometria e fluido. Os
primeiros modelos com uma contribuição elástica de
uma forma generalizada foram os modelos
turbulentos viscoelásticos de Cruz e Pinho (2003);
Cruz et al. (2004); Pinho (2003); Resende et al.
(2006) e Resende et al. (2013a), estes modelos eram
baseados na equação constitutiva de um fluido
newtoniano generalizado, que foi modificada através
da introdução de uma dependência do segundo e
terceiro invariante da taxa de deformação instantânea
na viscosidade, sendo que o terceiro invariante é
indexado à razão de Trouton, isto é, ao efeito da
viscosidade extensional. Note-se que apesar de não

existir uma teoria concreta para explicar o fenômeno
da redução do arrasto, as pesquisas demonstram que
existe uma ligação direta do aumento da redução do
arrasto ao efeito reoespessante da viscosidade
extensional.

Outra ferramenta de cálculo numérico é a
simulação numérica directa (DNS), que tem a
vantagem de ser mais precisa visto não necessitar de
modelação para resolução das equações. Contudo, o
seu elevado esforço computacional, não recomenda a
sua aplicação directa a problemas de engenharia.
Apesar disso, o DNS está a contribuir para o
desenvolvimento dos modelos turbulentos através da
apresentação detalhada da dinâmica do escoamento
turbulento de fluidos viscoelásticos, Sureskumar et
al. Sureshkumar et al. (1997), Dimitropoulos et al.
Dimitropoulos et al. (2001), entre outros. Usando os
dados de DNS para fluidos FENE-P, foram
desenvolvidos vários modelos turbulentos, como por
exemplo, o fecho da viscosidade turbulenta de Li et
al. (2006a), o modelo k-ɛ de Pinho et al. (2008) e
Resende et al. (2011), o modelo k-ω de Resende et
al. (2013b), e o k-v2-f de Dubief et al. (2004) e
Iaccarino et al. (2010).

Apesar da evolução dos modelos turbulentos para
uma equação constitutiva realmente elástica existem
ainda algumas limitações na previsão real de um
escoamento turbulento com um fluido viscoelástico.
Ptasinski et al. (2003) demonstrou que as previsões
do DNS usando o modelo FENE-P não
correspondiam aos dados obtidos experimentalmente,
isto é, para os mesmos parâmetros de reologia e
medições do escoamento existia uma diferença
significativa em termos da redução de arrasto. Essa
diferença será replicada nos modelos turbulentos
baseados no FENE-P, e por essa razão os modelos
mais simples, como por exemplo o GNF,
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desenvolvidos com recurso a dados experimentais,
permitem obter resultados mais fiáveis.

Para entender melhor as limitações do modelo
GNF, no presente trabalho as previsões do modelo
turbulento de tensões de Reynolds, Resende et al.
(2013a), são analisadas contra os dados do DNS
descritos pela equação constitutiva FENE-P, após a
comparação dos parâmetros reológicos definidos por
ambos os modelos.

2 Equações governativas

Nas variáveis seguintes, as letras maiúsculas e
com traço são definidas como quantidades médias de
Reynolds e as minúsculas para flutuações. A notação
Einstein será usada no artigo.

As equações governativas das quantidades mé-
dias de Reynols para um fluido incompressível são a
equação da continuidade
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onde p é a pressão,   é a viscosidade média molecu-

lar, ui é a componente i- do vector de velocidade e e
Sij is é o tensor da taxa de deformação definido como

  2ij i j j iS u x u x      .

A equação constitutiva usada na equação de mo-
vimento foi uma modificação do Fluido Newtoniano
Generalizado desenvolvida anteriormente por Pinho
(2003) usando as equações seguintes, Eq. (3) e (4).
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A presente equação constitutiva foi modificada
para incluir efeitos não newtonianos em escoamentos
turbulentos de fluidos viscoelásticos através da intro-
dução do efeito reoespessante da viscosidade exten-
sional. Os parâmetros Kv e n da aproximação da lei
de potência aos dados da viscosidade de corte usando
o invariante do tensor da taxa de deformação

2 ij ijS S  . A contribuição reoespessante ( *
e ) é

definido com base da razão adimensional de Trouton

    3e v     e os parâmetros Ke e p representam

os parâmetros de aproximação aos dados da razão de
Trouton, que depende da medição da reologia dos
dos fluidos viscoelásticos. O outro invariante do ten-
sor de deformação é quantificado pela relação

3   , explicado por Barnes et al. (1989). Mais

detalhes pdem ser encontrados em Pinho (2003) e
Cruz e Pinho (2003).

A viscosidade média molecular, dada pela Eq.
(5), é afetada pela turbulência, e combina a contri-
buição da viscosidade de corte pura, v, definida na
Eq. (4), com a contribuição da viscosidade média de
Reynolds para elevados números de Reynolds ( h )

da Eq. (6).

 1v h v vf f     (5)

           

          

  

2 2 2 2

2 22 2

2

3 1 8 3 1 4 1 8 3 1

8 3 1 8 3 16 1 8 3 1

8 8 3 1

2
m m A m m A m m A m m A

h

m A m m m Am m A m m A

m m A

C

k

B

 



     

        

 

 

 



(6)

onde ε é a taxa de dissipação da energia cinética de
turbulência (k) e
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A função de amortecimento, fv, é definida na Eq.
(8), e é igual à função de amortecimento fμ da visco-
sidade turbulenta do modelo de turbulência k-ε de
Cruz e Pinho (2003) e Cruz et al. (2004). Os parâme-
tros restantes tomam os seguintes valores 10A  ,

2 0.45A  e 0.084C  .

1
1

3
1 1

2

1
1 1

1

1
1 1

3

n An

v

p Ap p

p

n
f y

n

p
y C

p





 


 
 

          
 
      

   
 

(8)

A equação de movimento, Eq. (2), contém o di-
vergente da tensão molecular, a tensão de Reynols e
uma nova tensão não newtoniana designada por ten-
são pseudo-elástica, definida por
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A tensão pseudo-elástica desaparece no limite new-
toniano (n=1 e p=1) como foi estabelecido, em ter-
mos do efeito elástico é contabilizado através do pa-

râmetro C , que depende de um outro parâmetro C0 =
-0.95

O tensor das tensões de Reynolds ( i ku u ) é de-

terminado pela seguinte equação de transporte mode-
lada para fluidos viscoelásticos.
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com o fecho de ij dado por
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em que a ligação à reologia do fluido é feita através
da função de amortecimento ,1wf . O modelo para

tensor da taxa de dissipação é definida pela Eq. (13).
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Os dois fechos da correlação das flutuações da pres-
são, *

ij , são dados pelas Eqs. (15) a (17).
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Nas Eqs. (16) e (17) as várias quantidades são dadas
por
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O efeito dos números de Reynolds no modelo da dis-
tribuição de pressão é realizado através da função de

,1wf , definida na Eq. (20), que incorpora os efeitos

reológicos, nomeadamente o efeito reofluidificante
da viscosidade de corte e o reoespessante da razão de
Trouton.
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Os restantes parâmetros e funções de amortecimento
do modelo das tensões de Reynolds são apresentados
na Tabela 1.

Tabela 1. Parâmetros e funções de amortecimento do modelo das
tensões de Reynolds

Parâmetros

1 1.5C  2 0.4C  * 0.45 

1
1.35C  2

1.8C  0.11sC 

25C  1 1.7VC   2 0.2VC 

Funções de amortecimento

 2,2 exp 64w Tf R    

   21 2 9 exp 6Tf R
    

O número turbulento de Reynolds TR  é definido por

 2
TR k  .

2 Comparação com fluidos FENE-P

O programa usado para realizar as simulações
numéricas de escoamentos turbulentos desenvolvidos
em conduta é baseado na discretização de volumes
finitos das equações governativas e das equações do
modelo turbulento. Para o acoplamento entre a
pressão e a velocidade é utilizado o método
SIMPLEC, e na resolução da matriz das equações
discretizadas é usado o algoritmo TDMA para
sistemas unidimensionais. A malha usada é não
uniforme com 199 células ao longo da seção da
conduta, com previsões independentes da malha para
fluidos newtonianos e não newtonianos, dentro de
uma margem de 0.1%. O domínio de simulação é
exclusivamente na direção transversal com as
seguintes imposições de fronteira na parede:
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Como já referido na introdução, nos novos
desenvolvimentos na modelação de turbulência para
fluidos viscoelásticos, a reologia dos fluidos foi
representada pelo o modelo FENE-P, usando os
dados do DNS. Contudo, as previsões de DNS de
diferentes modelos de FENE-P representando a
reologia dos fluidos não correspondem
quantitativamente aos resultados experimentais,
descrito por Ptasinski et al. (2003).

Nesse sentido, para analisar o desempenho de um
modelo GNF contra o modelo FENE-P, comparamos
as previsões do modelo turbulento de tensões de
Reynolds para fluidos viscoelásticos, de Resende et
al. (2013a), com a parte experimental e simulação
DNS apresentada por Ptasinski et al. (2003). Numa
primeira fase foi necessário quantificar os parâmetros
reológicos, e para isso ajustou-se o modelo GNF
modificado à reologia do fluido representada pelo
modelo FENE-P de Ptasinski et al. (2003), designada
por Run A e com os seguintes parâmetros: L=10,
β=0.6,

0
54We  , 8609wRe  e 0 0.792w   .

A viscosidade de corte e extensional do modelo
FENE-P é dado por Purnode e Crochet (1998). Na
Figura 1 (a) - (b) é apresentando a viscosidade de
corte e a razão de Trouton, respectivamente, para
ambos os modelos GNF e FENE-P. O modelo GNF é
ajustado à viscosidade de corte para determinar os
parâmetros n e Kv, apenas na região dos dados
medidos, como é mostrado na Figura 1 (a). No caso
da viscosidade extensional, esta é relacionada à razão
de Trouton através da relação    3e vTr       .

Como pode ser observado na Figura 1 (b), o modelo
FENE-P apresenta dois patamares com uma variação
abrupta, enquanto o modelo GNF não consegue
prever esse efeito. Por essa razão, é efetuado um
ajuste de lei de potência para o intervalo de 10-4 a
10+5 s-1 da taxa de deformação, obtendo assim os
parâmetros p e eK  (mais detalhes podem ser

encontrados em Cruz e Pinho (2003))
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Figura 1. Comparação entre as viscosidades representadas pelos
modelos GNF modificado e FENE-P: (a) viscosidade de corte; (b)

razão de Trouton.

Figura 2 compara as previsões do perfil de
velocidade, de um escoamento turbulento entre
placas, com o modelo de tensões de Reynolds stress
usando o ajuste do modelo GNF, mostrado nas
Figura 1 (a) - (b), com os dados experimntais e as
simulações de DNS de Ptasinski et al. (2003). O
modelo de tensões de Reynolds prevê
satisfatoriamente os dados experimentais. Apesar das
previsões corresponderem bem aos dados
apresentados do perfil de velocidade existe uma
sobreprevisão do valor da redução de arrasto,
DR=32%, em comparação com os dados
experimentais, DR=23%. Da mesma forma,
comparando os dados experimentais de Ptasinski et
al. (2003) com os dados de DNS de Li et al. (2006b),
equivalente a DR=29%, verificamos que os perfis de
velocidade coincidem, mas com diferentes DR,
DR=29% contra DR=23% de Ptasinski et al. (2003).
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Figura 2. Comparação entre as previsões do modelo de tensões de
Reynolds (linha contínua), as previsões de DNS (linha tracejada) e

os dados experimentais (símbolos) de Ptasinski et al. (2003).
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3 Conclusões

Foi analisado o desempenho do modelo de
turbulência de tensões de Reynolds de Resende et al.
(2013a), as previsões de um escoamento turbulento
entre placas foram comparadas com os dados
experimentais, e as previsões de simulação numérica
direta (DNS) baseadas na equação constitutiva
reológica FENE-P. As previsões do DNS conseguem
prever bem as medições de redução do arrasto,
porque os parâmetros do modelo FENE-P, em
particularmente o fator de relaxação, foram ajustados
com esse objetivo, de obter o mesmo DR. Contudo é
de referir que não foi ajustado às medições
experimentais do tempo de relaxação. No caso do
modelo GNF, em que o ajuste foi efetuado
diretamente à viscosidade de corte e à razão de
Trouton do fluido, foi possível obter boas previsões,
apesar de serem inferiores às do DNS.

O modelo de tensões de Reynolds de Resende et
al. (2013a) representa um avanço significativo
quando comparamos com os modelos anteriores de
duas equações, todavia para obter uma análise total
do seu desempenho é necessário no futuro estender a
diferentes regimes da redução de arrasto e a
geometrias complexas. E com base nas previsões do
modelo, demonstradas no presente artigo, acredita-se
que o seu desempenho será melhor que os modelos
anteriores de Cruz et al. (2004); Resende et al.
(2006).
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