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Resumo: Neste trabalho de pesquisa propomos uma modelagem matemática e computacional
em três escalas de fenômenos eletrocinéticos de solos argilosos carregados eletricamente. O sis-
tema de equações microscópico que governa o acoplamento hidro–eletroqúımico é derivado na
escala macroscópica utilizando a técnica de homogeneização de estruturas periódicas. O sis-
tema de equações na escala de Darcy não linear é discretizado utilizando o método de elementos
finitos. Diferentemente dos resultados obtidos por (Cirilo, 2013), neste trabalho propomos a
utilização do método de Newton-Raphson para a discretização das equação e a utilização do
método self–consistent para a derivação dos parâmetros efetivos em geometrias mais complexas.
As soluções numéricas permitem descrever o processo de eletroremediação de solos argilosos.

1 Introdução

Neste trabalho de pesquisa propomos uma modelagem computacional multiescala com o intuito
de simular o acoplamento hidro–eletroqúımico em meios porosos argilosos utilizando a técnica
multiescala de homogeneização de estruturas periódicas e o método self–consistent [1][3][4][5].
A fase sólida consiste de part́ıculas da argila e os poros preenchidos por uma solução con-
tendo quatro solutos iônicos (Na+, H+, Cl−, OH−). Na escala microscópica, o movimento da
solução eletroĺıtica é governado pelo problema de Stokes enquanto que o transporte dos solu-
tos iônicos modelados utilizando equações do tipo Nernst-Planck. O modelo matemático mi-
croscópico/nanoscópico é derivado na escala de Darcy utilizando a técnica de homogeneização de
estruturas periódicas [4][5]. O sistema de equações macroscópico é suplementado por condições
de contorno do tipo Dirichlet e as soluções numéricas do modelo não linear são obtidas utilizando
o método de elementos finitos [6]. O modelo matemático/numérico permite simular o processo
de eletroremediação de solos argilosos.

2 Modelo Microscópico

Consideramos o domı́nio microscópico um meio bifásico Ω = Ωs∪Ωf ⊂ R3 onde Ωs é a fase sólida
carregada eletricamente e Ωf os poros preenchidos por uma solução aquosa com Γfs a interface
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fluido/sólido. O escoamento lento do fluido nos poros é governado pelo clássico problema de
Stokes {

µ∆v −∇p = 0
∇ · v = 0

em Ωf (1)

onde µ é a viscosidade do fluido, v o campo de velocidade e p a pressão termodinâmica. Deno-
tando Cib com (i = Na+, H+, Cl−, OH−) a concentração das espécies no domı́nio microscópico,
o transporte dos solutos iônicos é dado pelas equações de Nernst-Planck

∂CNab+

∂t
+∇ · (CNab+v)−∇ ·

[
DNa+

(
∇CNab+ + CNab+∇φ

)]
= 0 (2)

∂CHb+

∂t
+∇ · (CHb+v)−∇ ·

[
DH+

(
∇CHb+ + CHb+∇φ

)]
+ ṁ = 0 (3)

∂CClb−

∂t
+∇ · (CClb−v)−∇ ·

[
DCl−

(
∇CClb− − CClb−∇φ

)]
= 0 (4)

∂COHb−

∂t
+∇ · (COHb−v)−∇ ·

[
DOH−

(
∇COHb− − COHb−∇φ

)]
+ ṁ = 0 (5)

em Ωf ,

onde Di é o coeficiente de difusão das espécies, φ = Fφ/RT o potencial elétrico adimensional
com {F,R, T} a constante de Faraday, constante universal dos gases ideais e temperatura. Além
disso, ṁ denota o termo de fonte que descreve a produção dos ı́ons H+ e OH− devido a eletrólise
da água. Para o fechamento do sistema de equações microscópico consideramos a condição de
eletroneutralidade e o produto iônico da água dados na forma

CNab+ + CHb+ = CClb− + COHb− = Cb (6)

CHb+COHb− = KW (7)

onde KW = 10−14(mol/l)2 é o produto iônico da água.
Fazendo uso do produto iônico da água (7) obtemos a equação do pH dada pela subtração

das equações (3)–(5). Além disso, utilizando a condição da eletroneutralidade (6), a equação
para o potencial elétrico é obtida pela subtração das equações dos cátions e ânions. Dessa forma,
o sistema de equações microscópico é reescrito na seguinte forma

∇ · v = 0
µ4v −∇p = 0
∂CNab+

∂t
+∇ · (CNab+v)−∇ ·

[
DNa+

(
∇CNab+ + CNab+∇φ

)]
= 0

∂ (ΘCHb+)

∂t
+∇ · (ΘCHb+v)−∇ ·

[
D̂H

(
∇CHb+ + CHb+∇φ

)]
= 0

∇ ·
(
A∇CNab+ +B∇CHb+ + C∇φ

)
= 0

em Ωf (8)

com

Θ := 1− KW

C2
Hb+

D̂H := DH+ +
DOH−KW

C2
Hb+

A := F (DNa+ −DCl−)

B := F

[
DH+ −DCl− +

(DOH− −DCl−)KW

C2
Hb+

]
C := F

[
(DNa+ +DCl−)CNab+ + (DH+ +DCl−)CHb+ +

(DOH− −DCl−)KW

CHb+

]
Para o sistema hidrodinâmico consideramos uma condição de deslizamento do campo de veloci-
dade dada pela equação de Helmholtz-Smoluchowsky dada por [3] [6]

v · τ =
ε̃0ε̃rζ

µ
∇φ · τ sobre Γfs (9)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0368 010368-2 © 2015 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0368


onde ε̃0 a permissividade do vácuo, ε̃r a constante dielétrica do meio e ζ o potencial elétrico na
superf́ıcie da part́ıcula sólida. Além disso, para o transporte das espécies, assumimos condições
de Newman não homogênea para a componente normal do fluxo eletrodifusivo dos ı́ons

−DNa+
(
∇CNab+ + CNab+∇φ

)
· n =

∂ΓNa+

∂t

−D̂H

(
∇CHb+ + CHb+∇φ

)
· n =

∂

∂t
(γH+ + ΓH+ − ΓOH−)(

A∇CNab+ +B∇CHb+ + C∇φ
)
· n = 0

sobre Γfs (10)

onde o termo Γi com (i = Na+, H+, Cl−, OH−) é a adsorção elétrica dos ı́ons na camada
dupla e γH+ representa a adsorção qúımica derivado na modelagem nanoscópica do problema
na seguinte forma [3]

Γi± = 2CibLD

[
exp

(
∓ Fζ
RT

)
− 1

]
γH+ =

Γmax

2

(
K1CH+

0
− 1

K1CH+
0

+ 1

)

onde LD é o comprimento de Debye, ζ é o potencial zeta, Γmax é a densidade máxima de śıtios
dispońıveis para a protonação/deprotonação e K1 é constante de equiĺıbrio da reação qúımica.

Denotando ΩZ o domı́nio nanoscópico consistindo de uma fina camada na interface fluido/sólido,
realizando um procedimento de downscaling, a equação de Poisson–Boltzmann dada na forma

ε̃ε̃04ϕ = 2FCb sinh

(
Fϕ

RT

)
em ΩZ

ε̃ε̃0∇ϕ · n =
√

8ε̃ε̃0RTCb sinh

(
Fζ

RT

)
sobre Γfs

(11)

onde Cb = CNab+ + CHb+ é a concentração do bulk, ϕ o potencial elétrico com ζ = ϕ|Γfs
[2, 3].

3 Modelo Macroscópico

Aplicando o procedimento formal de homogeneização de estruturas periódicas ao modelo na
escala do poro (8)-(11) deduzimos as equações na escala de Darcy na forma [2][5]

∇ ·VD = ∇ · (−KP∇p−KE∇φ) = 0
∂ (RNCNab+)

∂t
+∇ ·

[
CNab+VD −Deff

Na+

(
∇CNab+ + CNab+∇φ

)]
= 0

∂ (RHCHb+)

∂t
+∇ ·

[
ΘCHb+VD − D̂eff

H+

(
∇CHb+ + CHb+∇φ

)]
= 0

∇ ·
(
Aeff∇CNab+ + Beff∇CHb+ + Ceff∇φ

)
= 0

(12)

onde VD é a velocidade de Darcy e os parâmetro efetivos dados pelos problemas de fechamento
na escala microscópica

KE =
ε̃0ε̃rζ

µ
< I +∇yf > D̂eff

H+ = D̂H+ < I +∇yf > Deff
Na+ = DNa+ < I +∇yf >

KP =
1

µ
< κp > RH = ηΘ0+ <

∂

∂CHb+
(γH+ + ΓH+ − ΓOH−) >fs RN = η+ <

∂ΓNa+

∂CNab+
>fs

Aeff = A < I +∇yf > Beff = B < I +∇yf > Ceff = C < I +∇yf >
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com η a porosidade do meio e {κp,f} funções caracteŕısticas [3]. Para uma geometria de placas
planas paralelas [2][6] a solução dos parâmetros efetivos acima são dadas na forma

Keff
E = −ηε0εrζ

µf
Keff

P =
H3

3 (H + δ)µf
D̂eff

H+ = η

(
DH+ +

DOH−KW

C2
Hb+

)
Deff

Na+
= ηDNa+ Aeff = Fη (DNa+ −DCl−) RH =

HΘ + β

H + δ
RN =

H + α

H + δ

Beff = Fη

[
DH+ −DCl− +

(DOH− −DCl−)KW

C2
Hb+

]
Ceff = Fη

[
(DNa+ +DCl−)CNab+ + (DH+ +DCl−)CHb+ +

(DOH− −DCl−)KW

CHb+

]
onde α := ∂ΓNa+/∂CNab+ e β := ∂(γH+ + ΓH+ − ΓOH−)/∂CHb+ .

4 Aplicação à Descontaminação de Solos

Para a obtenção da solução do modelo, o sistema de equações (12) é suplementado por condições
de contorno de Dirichlet na fronteira macroscópica. O sistema de equações macroscópico uni-
dimensional é linearizado via método de Newton–Raphson e discretizado utilizando o método
dos elementos finitos [6]. Nas figuras (1)–(2) traçamos os perfis da concentração de sódio e do
pH considerando um concentração inicial de sódio CNab = 10mol/m3 e pH = 7.0, bem como
os valores CNab(0) = 10mol/m3, CNab(L) = 1mol/m3 e pH = 7.0 nos eletrodos. Observando o
comportamento do pH constatamos que o regime estacionário é obtido onde a amostra atinge
o patamar pH = 7.7. Respectivamente temos nas figuras (3)–(4) as curvas para a concentração
de sódio e do pH considerando um concentração inicial de sódio CNab = 1mol/m3 e pH = 4.0,
bem como os valores CNab(0) = 10mol/m3, CNab(L) = 1mol/m3 e pH = 4.0 nos eletrodos.
Observando o comportamento do pH constatamos que o regime estacionário é obtido onde a
amostra atinge o patamar pH = 4.4.

Figura 1: Evolução da concentração em função da coordenada espacial.
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Figura 2: Evolução do pH em função da coordenada espacial.

Figura 3: Evolução da concentração em função da coordenada espacial.

Figura 4: Evolução do pH em função da coordenada espacial.
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5 Conclusão

Neste trabalho desenvolvemos a modelagem multi–escala do acoplamento hidro–eletroqúımico
em meios porosos argilosos carregados eletricamente. Na microescala postulamos as equações da
hidrodinâmica e do transporte dos ı́ons considerando o meio poroso ŕıgido e fluido incompresśıvel.
Em seguida, adotamos um procedimento de downscaling para descrever o que ocorre na dupla
camada elétrica com o objetivo de derivar as leis constitutivas para a adsorção eletroqúımica na
interface fluido/sólido. De posse do modelo micro/nanoscópico, adotamos a técnica multiescala
de homogeneização para derivar o modelo na escala de Darcy. O modelo macroscópico foi
suplementado com condições de contorno de Dirichlet e soluções numéricas derivadas a partir
do método de elementos finitos com o método de Newton-Raphson. As soluções numéricas
permitem descrever o processo de eletroremediação de solos argilosos.
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