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Resumo: Neste trabalho, aborda-se a identificação de danos estruturais utilizando as técnicas
baseadas no domı́nio da frequência. Na formulação do problema de identificação de danos é
utilizado o Modelo de Superf́ıcie de Reposta (MSR) em substituição de um Modelo de Elementos
Finitos (MEF) da estrutura. No presente trabalho, a estrutura simulada trata-se de uma viga
de Euler-Bernoulli simplesmente apoiada, onde o problema inverso em questão é definido como
um problema de minimização, onde objetivo é minimizar, uma função de erro definida a partir
dos dados experimentais e de resultados anaĺıticos previstos pelo MSR. A utilização do método
Evolução Diferencial (ED) no problema de identificação de danos é considerado. Frente aos
resultados numéricos obtidos, a estratégia adotada mostrou-se capaz de localizar e quantificar os
danos com elevada acurácia.

Palavras-chave: Identificação de danos estruturais. Frequências naturais. Modelo de superf́ıcie
de resposta.

Introdução

A identificação de danos estruturais é uma questão de fundamental importância na enge-
nharia, visto que uma estrutura está sujeita a processos de deterioração e a ocorrência de danos
durante a sua vida útil. A presença de danos compromete o desempenho e a integridade estru-
tural, podendo colocar vidas humanas em risco e resultam em perdas econômicas consideráveis.

O cont́ınuo monitoramento da estrutura e a identificação de danos num estágio inicial contri-
buem para a redução dos custos de manutenção de reparo, além de aumentar sua confiabilidade e
sua vida útil. Neste caso, estudos e ensaios devem ser realizados com intuito de fornecer recursos
para uma correta avaliação da integridade da estrutura, podendo assim, estabelecer critérios da
utilização da estrutura com segurança.

Os métodos de identificação de danos estruturais e monitoramento de estruturas fundamen-
tadas no domı́nio modal - domı́nio contendo os parâmetros modais da estrutura, quais sejam:
frequências naturais, razões de amortecimento e formas modais - são constantes na literatura es-
pecializada, com aplicações bem sucedidas nas engenharias mecânica, civil e aeroespacial [1]. Os
métodos de identificação de danos geralmente são baseados em: dados modais (análise modal),
dados no domı́nio do tempo e dados no domı́nio da frequência. O presente trabalho considera
parâmetros modais da estrutura, especificamente, as frequências naturais não amortecidas.

Técnicas de identificação de danos estruturais e monitoramento de estruturas fundamentadas
no ajuste de um MEF são constantes na literatura especializada. No entanto, a obtenção de
um problema geralmente mal posto e o elevado custo computacional, inerente a essas técnicas,
limitam ou até mesmo inviabilizam a sua aplicabilidade em estruturas que demandam ummodelo
de ordem elevada. Para contornar essas dificuldades, pode-se utilizar o MSR em substituição a
um MEF da estrutura, onde o MSR apresenta como vantagem a redução do custo computacional
para a solução de problemas inversos de identificação de danos [2].
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No presente trabalho, a identificação de danos estruturais considera o ajuste de um MSR da
estrutura, objetivando-se a minimização de uma função de erro definida a partir das frequências
naturais experimentais e das correspondentes frequências previstas pelo MSR. Estuda-se o pro-
blema de identificação de danos estruturais em uma viga de Euler-Bernoulli simplesmente apoi-
ada, considerando as frequências naturais na formulação do problema inverso.

O trabalho é organizado como se segue. Na formulação do problema direto é apresentado
o modelo matemático utilizado para descrever o dano estrutural, assim como o problema de
autovalor-autovetor, necessário para a obtenção das frequências naturais. No Modelo de Su-
perf́ıcie de Resposta é descrita a base teórica deste. Na formulação do probela inverso é apre-
senta, de forma sucinta, o problema de identificação de danos a ser resolvido. Nos resultados
numéricos analisa-se o comportamento da viga em função da localização do dano e da inten-
sidade, e são apresentados os resultados, utilizando o método estocástico Evolução Diferencial
(ED), do problema de identificação de danos considerado.

Formulação do Problema Direto

Na estratégia de identificação de danos adotada, a integridade da estrutura é considerada
como sendo continuamente descrita, no domı́nio do corpo, por um parâmetro estrutural deno-
minado parâmetro nodal de coesão (β) [6]. Este parâmetro está relacionado com a ligação entre
os pontos materiais e pode ser interpretado como uma medida do estado de coesão local do
material, onde 0 ≤ β ≤ 1. Se β = 1, considera-se que todas as ligações entre os pontos materiais
foram preservadas, ou seja, não há defeito na estrutura. Se β = 0, considera-se uma ruptura
local, pois todas as ligações entre os pontos materiais foram desfeitas.

Neste trabalho, considerou-se que o dano afeta apenas as propriedades elásticas da estrutura,
hipótese comumente adotada na literatura. Deste modo, a matriz de rigidez do MEF da estrutura
pode ser escrita como

K(βh) =

∫

Ω

β(x)E0I0H
T (x)H(x)dΩ, (1)

onde H é o operador diferencial discretizado, E0 e I0 são, respectivamente, os valores nominais
do módulo de elasticidade e do momento de inércia de área e β representa o campo de coesão
no domı́nio elástico Ω da estrutura. Deve-se enfatizar que a discretização do campo de coesão
β não depende da discretização do campo de deslocamentos, de forma que diferentes malhas
podem ser adotadas.

A partir da Eq. (1), tem-se que a rigidez à flexão ao longo da viga é dada por

E(x)I(x) = β(x)E0I0. (2)

Portanto, o parâmetro de coesão representa qualquer alteração, provocada pela presença de
danos estruturais, na rigidez à flexão da estrutura. Por simplicidade, considerando-se uma viga
de seção transversal retangular e com módulo de elasticidade uniforme, o campo de coesão pode
ser escrito como

β(x) =

(

h(x)

h0

)3

, (3)

onde h0 e h(x), indicam, respectivamente, a espessura nominal e a espessura da viga na posição
x. O vetor de parâmetros nodais de coesão é definido como

β = [β1, β2, . . . , βnp]
T , (4)

onde np é o número total de parâmetros de coesão do modelo. Portanto, considerando-se as
Eqs. (3) e (4), nos nós defeituosos tem-se h(x)/h0 < 1, e nos nós onde não há danos, tem-se
h(x)/h0 = 1.
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No presente trabalho as frequências naturais não-amortecidas serão utilizadas no problema
de identificação de danos estruturais, sendo estas, obtidas a partir do seguinte problema de
autovalor-autovetor generalizado, escrito na forma matricial como

KΦ = ΛMΦ (5)

onde M é a matriz de massa e as matrizes modais Φ e Λ constituem, respectivamente, a matriz
de autovetores e autovalores [4], dadas por

Φ = [Φ1 Φ2 . . .Φn]

Λ = diag(ω2
i ), i = 1, . . . , n

(6)

onde Φi representa a i-ésima forma modal da estrutura e ω2
i sua correspondente frequência

natural não-amortecida.

Modelo de Superf́ıcie de Resposta

No MSR, relações expĺıcitas são definidas entre parâmetros da estrutura — no caso especial
de identificação de danos, os parâmetros nodais de coesão — e respostas de interesse. Desta
forma, seja no domı́nio do tempo ou da frequência, para uma dada resposta escalar y, tem-se

y = f(β1, β2, . . . , βnp) + ε (7)

onde f(β1, β2, . . . , βnp) representa a relação entre a resposta e as variáveis independentes e ε
sendo o reśıduo. Em geral, os fatores (parâmetros do modelo) são codificados como,

xi =
βi − (βmin + βmax) /2

(βmax − βmin) /2
, i = 1, 2, . . . , np (8)

tal que xi ∈ [−1, 1]. Dessa forma, a Eq. (7) pode ser reescrita como

y = f(x1, x2, . . . , xnp) + ε (9)

Na maioria dos casos, desconhece a relação entre a resposta e as variáveis independentes. Esta
relação pode ser aproximada por polinômios de baixa ordem em algumas regiões relativamente
pequenas do espaço definido pelas variáveis independentes, sendo então comumente utilizados
modelos de primeira ou segunda ordem. Em geral, descreve-se o modelo de segunda ordem como

y = b0 +

np
∑

i=1

bixi +

np
∑

i=1

biix
2
i +

np
∑

i<j

np
∑

j=2

bijxixj + ε (10)

onde b0, bi, bii e bij são os coeficientes da função de resposta.
Para a determinação dos coeficientes da função de resposta, deve-se ter um número nd de

dados maior, ou no mı́mino igual, ao número de coeficientes. Considerando a Eq. (10) e um
conjunto com nd dados, tem-se

y = Xb+ ε (11)

onde y é o vetor contendo os nd valores da resposta y, X é a denominada matriz de projeto,
cujos componentes são obtidos os parâmetros codificados xi, b o vetor contendo os coeficientes
da função de resposta e ε o vetor contendo os reśıduos do modelo.

Considerando o método dos mı́nimos quadrados, estima-se o vetor de coeficientes b̂ por

b̂ =
(

XTX
)

−1
XTy (12)
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onde T , como usual, representa a operação de transposição de matriz. Portanto, a resposta ŷ
prevista pelo modelo, pode ser representada como

ŷ = b̂0 +

np
∑

i=1

b̂ixi +

np
∑

i=1

b̂iix
2
i +

np
∑

i<j

np
∑

j=2

b̂ijxixj (13)

Para cada resposta escalar considerada, determina-se uma superf́ıcie de resposta. Por sim-
plicidade, será denominado MSR o conjunto envolvendo todas de superf́ıcies de reposta em
questão.

Deve-se notar que o aumento do número de parâmetros do modelo resulta em um aumento no
número de coeficientes das superf́ıcies e, principalmente, em um aumento significativo do número
de posśıveis combinações dos parâmetros. No entanto, a aplicação do modelo de superf́ıcie de
resposta em estruturas mais complexas pode ser viabilizada, por exemplo, através da combinação
de um modelo de dano constante por elemento (modelo mais simples que o adotado neste
trabalho) e a definição de subestruturas; e a partir de projeto ótimo de experimentos.

Formulação do Problema Inverso

O problema de identificação de danos pode ser definido, como um problema inverso de es-
timação de parâmetros, onde, buscam-se identificar os parâmetros f́ısicos do sistema, parâmetros
nodais de coesão, a partir das informações experimentais da estrutura, frequências naturais.

Para a formulação do problema de identificação de danos no domı́nio da frequência, é definido
o vetor de resposta generalizada como,

v = [ωn1 ωn2 . . . ωnE
] (14)

onde ωi, i = 1, . . . , nE , representa a i-ésima frequência natural da estrutura e nE é o número
de frequências naturais consideradas no processo de identificação. Na definição do problema
de identificação de danos, tem-se um funcional definido a partir da diferença entre a resposta
experimental e a reposta prevista pelo MSR,

min
β

∥

∥

∥

∥

vE − v̂(β)

vE

∥

∥

∥

∥

2

(15)

sendo vE o vetor contendo as frequências naturais obtidas experimentalmente, v̂(β) o correspon-
dente vetor contendo as frequências naturais previstas pela MSR, ou seja, para cada frequência
natural que compõe o vetor v, é determinada uma superf́ıcie de resposta. No presente trabalho,
para a resolução do problema inverso, utilizou-se o algoritmo Evolução Diferencial [5].

Resultados Numéricos

Nos resultados que se seguem, considerou-se uma viga de aço simplesmente apoiada com os
parâmetros geométricos e materiais apresentados na Tabela 1.

Comprimento 1, 46 m
Espessura 7, 9375× 10−3 m
Largura 7, 62× 10−2 m

Momento de Inércia de Área 3, 1756× 10−9 m4

Módulo de Elaticidade 2, 07× 1011 Pa
Massa espećıfica 7, 85× 103 kg/m3

Tabela 1: Propriedades nominais da viga.
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A viga em questão foi discretizada pelo MEF em 24 elementos bidimensionais do tipo Euler-
Bernoulli, onde cada elemento apresenta dois nós e cada nó possui dois graus de liberdade (GDL)
– um de rotação e outro de translação – e um parâmetro de coesão. Portanto, a estrutura possui
25 parâmetros nodais de coesão e, devido às condições de contorno, 48 GDL.

Nos casos considerados, utiliza-se a mesma malha de elementos para aproximar o campo de
deslocamentos e também o campo de coesão (dano). O MEF é utilizado com os valores nodais
do parâmetro de coesão prescrito de acordo com os cenários de danos considerados, para gerar
as frequências naturais da estrutura danificada, representado assim, os dados experimentais
sintéticos utilizados no processo de identificação de danos.

No presente trabalho, objetivando simular de forma mais reaĺıstica os dados experimentais,
considerou-se a presença de rúıdo aditivo, de média nula, nas frequências naturais experimentais
sintéticas como se segue

ωi,exp = ω0
i,exp(1 +

p

100
rand(−1, 1)) (16)

sendo ωi,exp e ω0
i,exp, as frequências naturais experimentais sintéticas contaminadas com rúıdo e

as frequências naturais sem rúıdo, respectivamente, p representa o ńıvel de rúıdo acrescentado
e rand(−1, 1) representa uma função geradora de números aleatórios no intervalo de (−1, 1).

Uma análise do comportamento da viga é realizada, em relação às suas frequências naturais,
em função da posição e da intensidade do dano. Considera-se cada posição nodal da malha de
defeitos, uma por vez, para danos de intensidade leve (h(x)/h0 = 0, 9), média (h(x)/h0 = 0, 75)
e severa (h(x)/h0 = 0, 5). Para cada modo de vibração considerado, é calculada a razão entre
as frequências naturais da estrutura com e sem dano,

ωRi
=

ωdi

ωi

(17)

sendo ωdi e ωi, a frequência natural da estrutura com e sem dano para o i-ésimo modo de
vibração, respectivamente. A Figura 1, apresenta a influência da intensidade e localização do
dano nas duas primeiras frequências naturais da estrutura.
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Figura 1: Análise das frequências naturais relativas da estrutura.

Da Figura 1, é posśıvel observar que as frequências naturais apresentam pouca sensibilidade
aos danos nas regiões próximas ao extremo da viga, sendo provável uma maior dificuldade na
identificação de danos nessas regiões. Ademais, observa-se que danos de mesma magnitude e em
posições simétricas resultam nas mesmas variações nas frequências naturais e, portanto, uma
estratégia de identificação de danos baseada apenas nas frequências naturais é, em prinćıpio,
incapaz de diferenciar esses cenários.

Como a viga foi discretizada em 24 elementos, têm-se então 25 parâmetros nodais de coesão.
No entanto, em vista da simetria da viga, pode-se considerar a viga como sendo formada por
subestruturas, diminuindo assim, significativamente o número de parâmetros nodais de coesão
a serem considerados na geração das superf́ıcies de resposta. As subestruturas são definidas de
forma indireta, através de parâmetros nodais de coesão simétricos. De acordo com a Figura 2,
os elementos que contém parâmetros de coesão simétricos formam uma subestrutura.
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. . .
Subestrutura 1 Subestrutura 2 Subestrutura 13

Figura 2: Divisão das subestruturas presentes na viga simplesmente apoiada.

Para a obtenção do MSR utilizou-se o Projeto Composto Central do tipo Circunscrito (CCC)
[3]. Este projeto necessita de pontos fatoriais (β

−1, β1), pontos axiais (β−α, βα) e ponto central
(β0), sendo estes pontos, os limites das variáveis de entrada para a obtenção da superf́ıcie de
resposta. Os limites considerados foram: β

−α = 0, 182, β
−1 = 0, 512, β0 = 0, 729, β1 = 1 e

βα = 1, 331.
A prinćıpio foram considerados os três tipos de MSR: linear (LI), quadrático sem interação

entre os parâmetros (QP) e quadrático com interação entre os parâmetros (QI). Depois de
algumas análises realizadas, constatou-se que a superf́ıcie QI reproduz o melhor ajuste do modelo.
Na identificação de danos utiliza-se o MSR das quatro primeiras frequências naturais, sendo estas
superf́ıcies do tipo QI e geradas a partir de um projeto D-ótimo com 200 combinações, onde estas
combinações são escolhidas entre as 8219 combinações posśıveis do CCC para as 13 subestruturas
consideradas. A Tabela 2, apresenta os cenários de danos que serão considerados neste trabalho.

Caso Subestrutura Posição (m) h(x)/h0 Nı́vel de rúıdo (%)

1 10 0, 5475 0, 8 1
2 10; 4 0, 5475; 1, 2775 0, 9 0

Tabela 2: Cenários de danos - Viga simplesmente apoiada.

No Caso 1 considerou-se apenas uma região danificada, com o dano definido pela espessura
relativa de 80% em x = 0, 5475m, e frequências naturais corrompidas com 1% de rúıdo. No Caso
2, realiza-se a imposição do dano através da redução de 10% na altura relativa da seção trans-
versal nas duas posições danificadas, ou seja, h(x)/h0 = 0, 9 para x = 0, 5475m e x = 1, 2775m,
e não se considera rúıdo. Devido à aleatoriedade dos métodos estocásticos, foram realizadas 10
simulações com o método ED e o resultado final apresentado foi obtido da média aritmética en-
volvendo os resultados parciais. Para a parametrização do método, foram utilizados os seguintes
valores: tamanho da população 120, fator de pertubação 0, 5, probabilidade de cruzamento 0, 9
e número de gerações q = 1000. O critério de parada foi através do número máximo de gerações
ou pela tolerância do funcional de 10−15. Para validação do resultado, calculam-se os erros
relativos das quatro primeiras frequências naturais, antes e depois da identificação de danos.

Na Figura 3, é apresentada a média das dez simulações utilizando o método ED e os erros
relativos, para o Caso 1.
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Figura 3: Identificação de danos para o Caso 1.

Da Figura 3, observa-se o método proposto foi capaz de identificar com acurária a subes-
trutura danificada e a intensidade do dano presente. O resultado obtido é, de certa forma,
validado pela diminuição do erro relativo das frequências naturais após a identificação. Da Fi-
gura 4, verifica-se a o método foi capaz de identificar tanto as subestruturas danificadas quanto
a intensidade dos danos para o cenário do Caso 2.
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Figura 4: Identificação de danos para o Caso 2.

Pode-se observar que a abordagem proposta foi capaz de identificar com acurácia as subes-
truturas danificadas e a intensidade dos danos. Com relação ao custo computacional, avaliou-se
o tempo gasto no processo de identificação de danos tanto utilizando o MSR quanto MEF. Foi
posśıvel observar que em ambos casos estudados, o processo de identificação de danos na viga
utilizando o MEF gastou em média 480 s, enquanto o MSR gastou em média 20 s. A partir deste
resultado, verifica-se que o MSR reduz consideravelmente o custo computacional na formulação
de problemas de identificação de danos.

Conclusão

A utilização das frequências naturais em um problema de identificação de danos estruturais
mostrou-se bastante adequada, visto que as frequências naturais podem ser facilmente obtidas e
que são pouco afetadas por erros de medição. No caso em questão, a viga foi considerada como
sendo formada por subestruturas, diminuindo assim, significativamente o número de parâmetros
nodais de coesão a serem considerados na geração das superf́ıcies de resposta. A partir dos
resultados obtidos, pode-se concluir que a estratégia adotada é capaz de localizar e quantificar
as subestruturas danificadas com elevada acurácia. Como sugestões para trabalhos futuros é a
aplicação do MSR em estruturas do tipo viga, com outras condições de contorno, e estruturas
do tipo placa e construção de MSR baseados em respostas temporais da estrutura.
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