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Abstract— This works presents the formulation of the algebraic model from the diferential equation PTT
(Phan-Thien-Tanner) as well the verification of numerical methodology for confined two-dimensional flows. This
verification, important for computational fluid dynamics is performed by comparing the numerical solution with
the analytical solution. The implementation and obtaining numerical solutions were made on a platform of high
performance programming called FREEFLOW-2D. The numerical methodology used to solve the algebraic model
PTT is based on GENSMAC extended for viscoelastic flows. This methodology uses finite difference tecnique
on a sttarged grid. The numerical results obtained are plausible, they indicates staggered a good convergence of
the method which reaches second order in space.
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Resumo— Neste trabalho apresenta-se a formulacao do modelo algébrico a partir da equacao diferencial PTT
(Phan-Thien-Tanner) bem como a verificagdo da metodologia numérica para escoamentos confinados bidimen-
sionais. Essa verificagdo, importante para a fluidodindmica computacional, é realizada através da comparagdo
da solugao numérica com a solugdo analitica. A implementagdo e obtencao das solugdes numéricas foram feitas
em uma plataforma de programacao de alto desempenho denominada FREEFLOW-2D. A metodologia numérica
empregada para resolver o modelo algébrico PTT é baseada no método GENSMAC estendido para escoamen-
tos viscoeldsticos. Esta metodologia utiliza a discretizagao por diferencas finitas em uma malha deslocada. Os
resultados numéricos obtidos sao satisfatérios, indicando uma boa convergéncia do método e mostrando que ele
atinge 2% ordem no espaco.
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1 Introducao controla a contribuicao do solvente Newtoniano,
onde 19 = 75 + 1, viscosidade total do fluido a
taxa nula de cisalhamento, 7, é a viscosidade do
solvente e 1, é a viscosidade do polimero.

Neste trabalho considera~se f(IT) na forma

linear, isto é,

As equagoes bdsicas que descrevem escoamentos
viscoelasticos, isotérmicos e incompressiveis sao as
equagoes da continuidade, da quantidade de movi-
mento e para modelar a viscoelasticidade a equa-
¢ao constitutiva PTT, que na forma adimensiona-

lizada sao dadas, respectivamente, por FfIp) =1+ 6(11%67‘/‘;3 It, (5)
V-u = 0, (1) A ) )

Ju 3 onde parametro € esta relacionado com o compor-

I +V-(uu) = -Vp+ R—VQu +V-T,2) tamento elongacional do modelo.

e
v 1-8) O sfmbolo (v) representa a derivada convec-
fUD)T+W;T = 2737 (3) tiva, dada por

onde u é o vetor velocidade, p é a pressao, T é jvv _ DT ~T.Vu-Vu'-T, (6)

o tensor extra-tensao de contribuicao polimérica, Dt
It = T*"+TYY é a notagao designada para o trago
de T, t é a variavel temporal, S é o tensor taxa de
deformacao expresso por

onde D/Dt é a derivada material.
A seguir é apresentado sucintamente o desen-
volvimento do modelo algébrico PTT a partir da
1 , equagdo (3), como proposto em (Mompean, 2002).
S= E(Vu + (Vu)h). (4)

2 Formulacao do Modelo Algébrico PTT
Os ntmeros adimensionais Re = 2°% e W; = AU
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sao os numeros de Reynolds e Weissenberg, es-
pectivamente. As constantes L, U, p e A sdo os
valores de referéncia do comprimento, velocidade,
densidade e do tempo de relaxacao do fluido vis-

coelastico, respectivamente. O parametro 5 = Z—O

010088-1

A formulacdo do modelo algébrico para o tensor
extra-tensao T foi obtida originalmente a partir
da equacao constitutiva Oldroyd-B por Mompean
et al.(?). Em seguida, no trabalho (Mompean,
2002) formulou-se um modelo algébrico a partir
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da equacao constitutiva ndo-linear PTT. A nao
linearidade do modelo PTT modificou levemente
a formulagao original, essencialmente considera-se
f(IT) na equagao (11).

Considere o tensor deviatérico, definido por

r=T- I—TI, (7)
3
onde esse tensor pode ser representado por um
polinémio em funcao dos tensores taxa de defor-
magcio S e taxa de rotagio W = (Vu — (Vu)?’)
(ver (Pope, 1975)), dado por

(TS} (TWS)

T = S SW — WS
5w )"
6{rs*}

2 1 o
o (57~ 3 (s7}0). ®)
considerando escoamentos bidimensionais, onde os
escalares {I'S}, {TWS}, {S*}, {W?} e {I'S?}
sao os tragos dos tensores I'S, T'WS, S? W?2e
I'S?, respectivamente.

Os valores {I'S}, {TWS} e {I'S?} podem ser
calculados de maneira que a equagdo (8) torne-se
explicita em I'. Para o calculo desses escalares,
trabalha-se primeiramente com a equagao (3), re-
escrita em termos dos tensores S e W,

DT f(r) (1-5)
—_— = — T+2 S ST+ TS
Dt ‘/Vz + WiRe +( + )
—(TW — WT). (9)
Substituindo (7) em (9), tem-se
pr fUr) fUr) It 1-5)
- = ——TI'———=I+2-—-"8S
Dt Wl Wl 3 + Rer
+(ST +I'S) — (T'W — WI') + %SIT
Dir1
— L 1
+ Dt 3 (10)

Note que a equacdo (10) depende de It, o qual
pode ser obtido tomando-se o trago da equagao
(9). Assim, a equagao de evolugao do trago é dada

por,
DIr  f(It)
Substituindo (11) em (10), tem-se:
DI f(Iz) 2
— = ———T SI'+I'S — - {I'S 12
= e (sreTs - 2 rs)) 2

1-p 1

(TW — WT') + 2 ( WiRe + 3IT) S.

Para chegar ao modelo algébrico, duas hip6-
teses de pequena variagao para o tensor deviatério
T' das componentes do tensor extra-tensao foram
estudadas por Mompean e co-autores no trabalho
(G. Mompean, 1998). Apenas uma delas garante
uma modelagem consistente, essa hipdtese assume

DT _ T Dl
Dt Iy Dt

010088-2

Desta forma, a equagao (12) pode ser reescrita
como:

0 = —22{FS}+(SI‘+I‘S—§{FS}>

(1-8) 1
W.Re 3IT> S.

—(T'W — WT) + 2 (
(13)

A partir da equagdo (13) obtém-se os valo-
res {I'S}, {TWS} e {I'S?} da seguinte forma:
para determinar {IT’'WS} e {I‘S2}, multiplica-se
a equacdo (13) por WS e S?, respectivamente, a
seguir toma-se o trago, obtendo

I I
2 T 2 T 27 .
{rs}:——G {s*} e {TWS} = —= W2}
Para determinar {I'S} basta multiplicar a equacao

(13) por S e tomar o trago, obtendo

{rst= ﬂ/? (W2} + <(5V:Ri) + ;IT> It {S?}.
(14)

Desta forma, a equagao (8) pode ser reescrita
por

_ {812}{113}5—;{1;% <
x [(SW—WS)—2(82—;{SQ}I>]

(15)

Portanto, o modelo algébrico consiste em cal-
cular a equacao diferencial para o traco It dada
por (11), resolver a equagao algébrica (15) para T’
e por fim resolver a equacao (7) para obtermos o
tensor extra-tensao T.

3 Metodologia Numérica

As equagoes da continuidade e da quantidade
de movimento juntamente com o modelo al-
gébrico PTT foram implementadas na plata-
forma FREEFLOW-2D. A metodologia utilizada
nesta plataforma é uma extensao da metodolo-
gia GENSMAC (GENeralized Simplified Marker-
And-Cell), a qual é baseada em métodos de pro-
jegdo (Chorin, 1968), cuja ideia central é desaco-
plar velocidade e pressao nas equagoes de Navier-
Stokes e resolver essas variaveis separadamente in-
cluindo, neste trabalho, o tratamento do trago do
tensor IT. As equagoes governantes sao resolvidas
pela técnica de diferencas finitas cuja discretiza-
¢ao é feita em uma malha deslocada com células
de dimensao dz x Jy.

Na integracao temporal da equacao de quan-
tidade de movimento foi empregado o método de
Euler implicito enquanto na equacao de evolugao
para o It foi empregado o método de Runge-
Kutta de 2* ordem. Os termos convectivos foram

© 2013 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0088

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

aproximados pelo método ‘upwind’ de alta ordem
CUBISTA e as derivadas espaciais por diferengas
centrais.

3.1 Algoritmo computacional

Supondo que o campo de velocidade u e v solenoi-
dal, o trago do tensor extra-tensao It, a pressao
p sejam conhecidos no tempo t™. Considerando
o modelo algébrico PTT para o calculo do tensor
extra-tensao T, tem-se os seguintes passos com-
putacionais:

Passo 1: Aplica-se a primeira etapa de RK2, isto
, - =n+l1
é, calcula-se o traco do tensor extra-tensao I
por Euler explicito,

TnJrl _In
— 5 = Fu" TS}, (16)
onde
oul ovl I
N
+2{TS}, (17)

Passo 2: Calcular o tensor deviatérico IS por
(15).

- mntl
Passo 3: Calcular o tensor extra-tensio T por

— — 1

I AR gf;“l. (18)
Passo 4: Calcular a velocidade intermediaria
ﬁ"“, integrando a equacao de quantidade de mo-

vimento (2) por Euler implicito.
Passo 5: Resolve-se a equagao de Poisson por

V2t = v.oatt (19)
Passo 6: Atualizar a velocidade u™*! por
ut = M vyt (20)

n+1

Passo 7: Atualizar a pressao p pela equagao

ntl _ ~n+l Yt B o2 n+1
P = —va . (21)

Passo 8: Calcular o traco do tensor extra-tensao
I%H pela segunda etapa do método RK2, isto é,

Iy - I3 L m
~—5 = §[F(UJT’{I‘S})

+F (unﬂj;*l, {ﬁ}"*l)] .
(22)

Passo 9: Atualizar o tensor deviatérico "' por
(15).

4 Condigoes auxiliares

Para a formulacao apresentada neste trabalho é
necessario impor condigoes auxiliares para u, p,
T e para It.

4.1 Condi¢do inicial

Neste trabalho considera-se as seguintes condigoes
iniciais:

u(x, Y, tO) 0 (24)
p(z.y.t0) = 0 (25)
T(z,y,to)) = 0 (26)
Iv(z,y,to) = 1.0x107*2 (27)

4.2 Condigao de contorno

Na entrada do canal foram impostas as solugoes
analiticas para a componente de velocidade u(y)
e o tensor extra-tensdao T (D. O. A. Cruz, 2005).
Em contornos rigidos foi aplicada a condigao de
nao-escorregamento para o vetor velocidade (u =
0), It e T sao calculados, respectivamente, a par-
tir da equagéo (11) e da equagao (7) considerando
as simplificacGes cabiveis com relagao as condi-
¢oes da velocidade na geometria em questao. Na
saida do canal adotada-se a condicao homogénea
de Neumann para a velocidade u e o traco de T,
isto é,

ou 0 oT -0 8IT

B o~ on

%_a

Observagao: a simplificacio das equacdes do
modelo algébrico para escoamentos totalmente de-
senvolvidos em um canal fornece um sistema de
equacoes, cuja solucao coincide com a solucao
analitica do modelo diferencial PTT que foi apre-
sentada em (D. O. A. Cruz, 2005).

5 Verificagcao da Metodologia Numérica

A verificagdo da metodologia numérica é feita pela
simulagao do escoamento totalmente desenvolvido
em um canal comparando os resultados numéricos
com a solucao analitica do problema.

A simulagao do escoamento entre duas placas
paralelas, tem os seguintes dados de entrada:

e Distancia entre as placas: L = 1m;

e Comprimento das placas: 10L;

Numeros Re =0.5e W; = 0.2.

e Parametro e = 0.5.

Passo 10: Calcular o tensor extra-tensao T"* e Constante 8 = 0.6.
por
]. 1 Adi M =
ol — prtl fI%HI. (23) ° Velocuizfde média do escoamento: U
3 1.0ms
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Sol, Nunerica MIB

As malhas espaciais utilizadas para essa veri- L8
Sol. Numerica H20 O

ﬁca(;éo Sa0: ,:”‘=;= =;="=== Sol, Numerica H48 O
tal o S Sol, Exata

e Malha Grossa (M1): 10 x 100 células
((Sx = 6y = 0.1)7 L2t

e Malha intermedidria (M2): 20 x 200 células
(6l‘ = 6y = 005), Uosf

8.6

e Malha fina (M3): 40 x 400 células (§z = dy =

0.025). g |
As Figuras 1, 2 e 3 descrevem respectiva- aiz
mente os perfis das componentes do tensor extra-
tensao T7Y, T e da componente de velocidade o :
. - -0.5 -0.4 =-8,3 -0,2 -a,1 a a,1 8,2 0.3 8.4 (R
na direcao-z, u. y
6 T - . _ B L.
Sl - Figura 3: Comparacao da solucao numérica com
Sol. Humerica map ® ~ sy .
sol, Exata a solugao analitica da velocidade u em = = 5L e
A t = 50s.

A anilise da convergéncia do método numé-
rico é feita através do calculo dos erros relativos
entre a solugao numérica e a solugao exata. O erro

e relativo foi calculado na norma L;, definida por:
> |SolEx — SolNum)|
2t E(SolNum) = 28
‘ ( ) S| SolEz]| (28)
i No célculo da ordem de convergéncia € utili-
zada a seguinte expressao:

s a4 s a2 aa ; 0 02 03 64 0 log < gg >
0= ——"~ 29
log2 (29)

Figura 1: Comparagao da solugdo numérica com

a solucdo analitica da componente T%Y em z = 5L onde M ¢ uma determinada malha espacial com
et =50s. espagamento oz e M /2 a malha espacial com es-

pacamento 0.5dx.
A Tabela 1 apresenta os valores do erro rela-
BT tivo calculado pela equagao (28) e as Tabelas 2 e
Sol.Numerica H2@ O

SoL. Wrorica vab = 3 apresentam a ordem de convergéncia do método
ol, Exata s eqe
numérico utilizando as malhas M1, M2 e M3.

14

12

: Tabela 1: Erros entre a solugao analitica e a

solugao numérica.

b Erro M1 M2 M3
E(u(y)) | 6.02 x 1072 | 1.59 x 10~3 | 4.08 x 10~4
’ E(T*®) | 1.75 x 1072 | 4.50 x 1073 | 1.14 x 103
E(T*Y) | 8.08 x 1073 [ 2.09 x 10~3 | 5.30 x 10~4
Tabela 2: Ordem de convergéncia do modelo
-85  -8.4 -a‘,a -8.2 -8, ] algébrico PTT usando a malha M1 e M2.
’ Varidveis | O = log (’éiﬁ;) /log2
Figura 2: Comparacao da solugdo numérica com u(;gx) 1.91
a solugao analitica da componente T%* em xz = 5L T i 1.96
et = 50s. s 1.94
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Tabela 3: Ordem de convergéncia do modelo
algébrico PTT usando a malha M2 e M3.

Varidveis | O = log (M) /log2

Ewns
u(y) 1.97
T 1.98
Ty 1.98

6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado sucintamente a for-
mulacao do modelo algébrico PTT a partir da
equagao constitutiva diferencial, a metodologia
numérica para simular um escoamento em um ca-
nal juntamente com as condic¢oes auxiliares.

A verificagdo da metodologia numérica, foi
feita comparando a solugao numérica do escoa-
mento totalmente desenvolvido em um canal, con-
siderando um corte transversal no meio do canal,
com a solugdo analitica. Nos graficos 1, 2 e 3
verificou-se que a solugdo numérica da velocidade
u e das componentes T*Y e T*" apresentam uma
boa concordancia com a solucao exata do pro-
blema, além disso, nota-se pela Tabela 1 que o
erro relativo tende a zero a medida que ha um re-
finamento de malha, mostrando uma convergéncia
da solugao numérica, onde essa convergéncia é de
ordem aproximadamente dois como mostrado nas
Tabelas 2 e 3.
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