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Resumo: E realizado um estudo das vibracoes transversais livres de vigas em nanoescala,
através da inclusao de efeitos de superficie as equagdes do modelo cldssico de Timoshenko.
O problema de autovalor correspondente as amplitudes espaciais € descrito por uma equagao
diferencial matricial singular de terceira ordem, sujeita a condigdes de contorno. As frequéncias
naturais e modos sao caracterizadas, no caso nao defeituoso para vigas bi-apoiadas e fixa-livres.
E observado que os efeitos de superficie influenciam as frequéncias naturais de vigas apenas em
nanoescala, quando o comprimento cresce de nanometros para micrometros, os efeitos de su-
perficie desaparecem e os resultados convergem para as frequéncias naturais do modelo cldssico
de Timoshenko.
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1 Introducao

Atualmente tem crescido o interesse no desenvolvimento de sistemas nano-eletro-mecamicos
(NEMS). Esses podem ser sensores, atuadores, maquinas, e eletronicos caracterizados em na-
noescala, cujas configuracoes podem fazer uso de micro e nanovigas. O interesse das ciéncias em
geral por essas escalas menores, tém também impulsionado o desenvolvimento de tecnologias tais
como microscopios de alta precis@ao, por exemplo microscépios de forca atémica, e transdutores
micro-eletro-mecanicos como plataforma para sensores quimicos e bioldgicos [9], [6], [3], [7].

Quando os comprimentos das escalas associadas sdo suficientemente pequenos, a aplicabili-
dade dos modelos continuos classicos pode nao ser apropriada. Esse tépico tem sido discutido
na literatura com a proposta de modelos que incluem diferentes efeitos, tais como efeitos de
superficie e efeitos nao locais, que modificam as teorias convencionais de vibragao de vigas em
micro e nanoescala [1], [8], [10].

Efeitos de superficie podem desempenhar um papel importante nas propriedades fisicas de
materiais e estruturas, visto que os atomos dentro de uma fina camada préxima da superficie
podem interagir de uma maneira local diferente do restante dos atomos na parte principal da
estrutura (bulk). Sendo assim as propriedades fisicas e respostas mecénicas das superficies irdo
ser distintas daquelas do restante da viga [1], [10].

Nesse trabalho sera apresentado um estudo do problema de autovalor associado a um modelo
de Timoshenko incluindo efeitos de superficie [6]. Devido a esses efeitos o problema de autovalor
¢é descrito por uma equacao diferencial matricial singular de terceira ordem sujeita a condigoes
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de contorno. Ainda que o polinémio caracteristico dessa equagao matricial tenha a mesma
forma do correspondente ao modelo classico de Timoshenko, a dependéncia dos coeficientes com
respeito ao autovalor é mais complexa devido aos efeitos mencionados. A multiplicidade dos
autovalores serd caracterizada em termos de parametros de superficie criticos. Utilizando o
método espectral de Euler serdao determinadas solugoes da equacao diferencial matricial para o
caso nao-defeituoso e o caso defeituoso correspondente a amplitudes espaciais constantes. Modos
e frequéncias naturais sdo entao obtidas para vigas do tipo bi-apoiadas e fixa-livre com efeitos de
superficie. Serao apresentadas comparativamente as frequéncias naturais correspondentes aos
modelos com e sem tais efeitos, em nano e micro escala.

2 Modelo de Timoshenko incluindo efeitos de superficie

Consideramos uma viga de material isotrépico, com secao transversal retangular, de compri-
mento L, largura b, altura H = 2h. O momento de inércia da &drea da secao tranversal é
I = %, sendo A = 2bh a area da secao transversal. Diferentemente do modelo cldssico, no
modelo proposto em [6], o qual é baseado no modelo continuo de Gurtin-Murdoch [5], considera-
se que a viga tem uma superficie elastica de espessura nula perfeitamente colada ao seu volume
principal (bulk). As equagoes que governam a deflexao flexural e o angulo de rotagao da viga,

w(t,z) e ¢(t, z), respectivamente, sdo dadas por

(pA + POS*)wtt - (K/GA + TOS*)w:L":E + KGACZ)QU =0
(1)

(pI + pOI*)¢tt - (EI + (2MO + )\O)I*)stx - 2V[{[p0 Wytt + 211}117011)101’90 - K'GA(w:c - ¢) =0
De forma simplificada consideramos

CmWit — ApWey + ady = 0,
(2)

emPrt — bm¢xm - Iowztt + Ilwx:rx - a(wx - ¢) =0,

com ¢, = pA+ pos*, apm = kKGA+ 195", a = rGA, e, = pl + pol*, I' = %, I' = %

Os parametros materiais da parte principal da viga sao E, v, e p, que representam o Mdédulo
de Young, o coeficiente de Poisson e a densidade de massa, respectivamente.Temos também os
parametros referentes a superficie da viga Ao, o, 70, po, sendo que os dois primeiros representam
as constantes de Lamé, e os dois tltimos sao a tensao residual de superficie e a densidade de massa
da superficie. I* é o momento de inércia correspondente a superficie, e andlogo ao momento de
inércia I da parte principal da viga, utilizaremos I* = 2bh% 4 4h®/3, e s* = 2b. K é o coeficiente
de correcao de cisalhamento.

Observamos que tal modelo se reduz ao modelo cldssico de Timoshenko quando os efeitos de
superficie sdo desconsideramos.

3 Formulacao matricial

As equagoes descritas em (2) pode ser escritas na seguinte forma matricial compacta

My + Kv = 0, (3)
sendo
Cm 0 0 0
M:M0+M1, M(): y Ml:K48:c’ K4— ) (4)
0 em -1 0
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3 2
K=K+ K2y + K3 + Ks,

0 0 — Qo 0 0 a 0 0
K, = , Ko = , K3 = , Ks= - (5
It 0 0 —by, —a 0 0 a

E entao, podemos reescrever (3) como

o2 02 0
Cmagiz — Omp.z A5z
v=20 6
0 83 183 0 92 0 ( )
oo T g — a5z empz —bmgz ta

4 Problema de Autovalor

Substituindo as seguintes solucdes exponenciais v(t, z) = e’'w(z), com w(z) = ( ‘?I//((j)) >, em

(3), resulta que a amplitude espacial w(z) satisfaz a equacdo diferencial matricial de terceira
ordem

Rw"(z) + Mw"(z) + C(y)w'(z) + K(7)w(z) = 0, (7)

com

0 0 —am 0 0 a ¥2em 0
Rz( >,M=( >,C(v)=< )JK(V):( )
It 0 0 —bm 7(7210 +a) 0 0 v2em +a

Vamos considerar solucoes de (7) da forma w(z) = e%®v, v # 0. Tais solucdes quando
substituidas em (7) resultam no problema de autovalor singular

L(8,7)v = (B°R + F2M + BC(7) + K(7))v = 0, (8)
com
_BQGmcm’YQ Ba
L'(B,7) = : (9)
BN =B +a)  —%bm+emy? +a

Solugoes v nao-nulas, podem ser obtidas através do cdlculo das raizes 5 do polinémio carac-
terfstico P(B,7) = det(B°R + B2M + BC(v) + K(v)), satisfazendo a equacio

A(B,y) =B+ g* (1) = r'(y) =0, (10)

) (I° — bppem — amem)Y? +a® —aay, 4 Y2em(a+ emy?)
g (’Y) (ambm _ a[l) ) r (’Y) (ambm _ a[l) ( )

A equagao (10) tem as seguintes solugoes

b \/ —P0)+ VPOP T \/ —0) = VORI g

Deve ser observado que a equacao caracteristica (10)tem a mesma forma da equagado carac-
teristica do modelo cldssico de Timoshenko, ainda que os coeficientes sejam diferentes devido
aos efeitos de superficie.
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4.1 Autovalores simples e repetidos
Se B ¢é raiz do polinémio caracteristico P(8,v) = 8* + ¢%(7)3? — r*(~) verificamos que
2
7 . . 2 79 ’Y ’ . ’ . ~ .

(1) g é un21a raiz simples somente se 5 # 0 e 3% # # As tnicas raizes repetidas sao 5 =0

2 _ —9°(7)
e f*=—5".

(2) Se 3 = 0 6 raiz, ela sera dupla se g?(7) # 0, ou quadripla se g?(y) = 0.

(3) Se B =/ # ef=— # sdo raizes, com g%(7y) # 0, entdo serdo raizes duplas.
(4) Nao existirao raifzes triplas.

Tais propriedades decorrem do fato de que 8 é raiz simples se P(8,7) =0 e %P(ﬁ ,7) # 0.
E f§ tera multiplicidade 2 < r < 4 se PU~D () =0 e P"(B) #0.

e . 7’ . —_ 2 7 7’ . .
Para que as possiveis raizes repetidas § =0e 8 = £/ QTM ocorram € necessario satisfazer
certas condigoes:

e 3 =0 é raiz de P(j3,7), se e somente se r*(vy) = 0. Além disso, r*(vy) = 0 para v = 0 ou

¥ = ¢, sendo ¥, = 1/%.

e 3=+ #, com g%(v) # 0, é raiz de P(83,7) se e somente se (g2(7))? + 4r* = 0, com

—(a?—aam)

7t # 0. Temos que g?(y) = 0 para v = 7,, sendo 7, = \/(bmcm+amem—10a)' E vamos denotar -,
solucdo de g2(7))% 4+ 4r* =0

J& que as raizes  do polindémio caracteristico P(3, ) sao os autovalores do problema descrito
em (8), teremos a seguinte classificacao

(I) Teremos 4 autovalores distintos 81 # B2 # B3 # Ba, se e somente se ¥ # 0, ¥ # Yec € v # Y.

(IT) Teremos um autovalor duplo 81 = o =0 # 3 # fs quando y =0e vy # y,ouy = . e
Y # V-

(ITT) Temos dois autovalores duplos distintos $; = (2 = \/# # B3 = By = —\/#,
quando ¥y =y # Ve # 79 # 0 .

(IV) Teremos um autovalor quadriplo 51 = 2 = 3 = 4 = 0 apenas quando v = 74 = 0 ou
Y =Ye = Vg-

4.2 Modos de vibragao

No caso de raizes simples 1 # B2 # B3 # (4, temos que a solugdo w(x) de (7) serd

w(z) = c1€™%v1 + ce™Pvy + c3¢™vs + csePvy (13)
onde os autovetores
V14
Vi = (14)
T\ e
Bja 1j

foram obtidos de (8).
No caso em que 8 = 0 é autovalor duplo temos que 81 = 82 =0 e B3 # B4 # 0, e a solucao
sera
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W(J“) = C1V1 + CQ(Vl.’E —+ bl) —+ cgvgelg&ﬁc + C4V4€B417 (15)

onde vy é autovetor correspondente e by é um autovetor generalizado cuja forma depende do
valor vy =0 ou v = ~..
Analogamente, no caso em que 5 = 0 é autovalor quadrupulo tem-se a solugao

2 3 $2

w(x) = c1vq + co(viz +by) + 03(V1% + biz + be) + C4(V1% + b1§ + box + bs), (16)
onde by e b3 s@o autovetores generalizados para completar a base [4].

O autovalor nulo ocorre para v = 7, = 0 ou v = 7. = 74. Observa-se que 7, = 0 ocorre
quando 79 = 0, ou seja, quando a tensao residual de superficie é nula. O caso (III) é similar ao
caso de 8 = 0 duplo e nao sera analisado.

No caso de autovalores distintos a solugao pode ser escrita numa forma trigonométrica e
hiperbélica conveniente. Para isso utilizamos 512 = +¢ e 34 = +6i com

\/ () + VPO \/g%) NGOG
2 2

E =
E decorre
[ cosh(ex) ]
4 Cy Cs Cy sinh(ex)
w(z) = , (17)
CyK, CiK, CuK, —-C3K, cos(dz)
| sin(0z) |
onde
K, — e — 72cm’ Ky = am? + 'yQCm‘
ae ad

A fim de determinar as constantes na solugao w(z), no caso de uma viga bi-apoiada, devemos
considerar as condicées de contorno referentes ao deslocamento e momento fletor nulos nas
extremidades da viga

w(t,0) =0, w(t,L) =0,

—by 2 (t,0) 4+ Twee(t,0) — IPwy(t,0) = 0, —by ¢z (t, L) + IMwee (t, L) — IPwy(t, L) = 0.

Com as condigoes de contorno em z = 0 , segue que C; = C3 = 0. Com as condigbes de
contorno em x = L obtém-se um sistema da forma Uc = 0 Para ter solucao ¢ nao nula, decorre
a equacao caracteristica

A() = det(U) =0,

(I'a — bpan)(e? + 62)
a

sinh (eL)sin(6L) = 0 ou sinh (eL)sin(dL) = 0.

A fim de determinar as frequéncias naturais considera-se v = iw e a equagao caracteristica é
resolvida, com € e § em termos de w.

De forma andloga obtemos a equacao caracteristica A(w) = det(U) para viga fixa-livre,
considerando as condic¢oes de contorno

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0391 010391-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0391

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

w(0) =0,, amw' (L) — ap(L) =0,

$0)=0,  —but/(L) + I'w"(L) + Iow?w(L) = 0.

Na Tabela 1 apresentamos um comparativo entre as frequéncias naturais para vigas de Tim-
oshenko, com efeitos de superficie e caso classico, do tipo bi-apoiada e fixa-livre, em nano e
micro-escala. Sao utilizados os pardmetros geométricos [6] para viga em nanoescala

L=50x10"%m, H=2h=6x10""m, b=3x10""m.

E para viga em microescala

L=50x10"%n, H=2h=6x10"%n, b=23x10"5n.

A viga considerada é feita de Silicio, cujos paramétros materiais sdo [6]

k
E = 107GPa, v =033 p=2.33 x 10°~%,
m

k N N N
po =317 x 1077 L i = —2.7779—, A9 = —4.4939—~, 70 = 0.6056—.
m m m m

Ap.Ap F-L
Nano Micro Nano Micro

com efeitos | classic. | com efeitos | classic. | com efeitos | classic. | com efeitos | classic.

Freq (GHz) (GHz) (MHz) (MHz) (GHz) (GHz) (GHz) (GHz)
1¢ 7.0965 7.2044 7.2042 7.2044 3.107 2.5976 19.163 19.163
2¢ 25.128 27.139 27.1378 27.139 14.684 15.290 33.877 33.883
3¢ 51.946 56.522 56.522 56.522 36.536 39.38 57.491 57.493
4¢ 85.331 92.764 92.757 92.764 64.660 69.95 95.817 95.818

Tabela 1: Comparativo entre frequéncias naturais dos modelos com efeitos de superficie e modelo
classico de Timoshenko, em nano e microescala.

5 Conclusoes

Este trabalho apresenta o estudo de um problema de autovalor singular que resulta de um mod-
elo que modifica 0 modelo classico de Timoshenko para vibragao de nanovigas, considerando
efeitos de superficie. A procura de ondas de natureza plana leva ao estudo de uma equacao
diferencial matricial singular de terceira ordem sujeita a condigoes de contorno. Foi caracter-
izada a multiplicidade dos autovalores em termos de parametros de superficie criticos. Foram
determinados os autovetores no caso nao-defeituoso e caracterizados os autovetores generalizados
no caso defeituoso f = 0, com multiplicidade dupla e quadrupla.

Na Tabela 1 foram apresentadas comparativamente as frequéncias naturais referentes aos
modelos com efeitos de superficie e modelo classico de Timoshenko, em nano e microescala.
Constatamos que quando a viga considerada tem suas dimensoes geométricas numa escala
micrométrica as frequéncias naturais calculadas para o modelo incluindo efeitos de superficie
tendem aquelas obtidas no caso classico. Isso evidencia que os efeitos de superficie sao significa-
tivos apenas na nanoescola. Tal fato foi verificado na literatura para um modelo de Timoshenko
também modificado por efeitos de superficie, distinto do modelo apresentado no presente tra-
balho para condigao de contorno do tipo apoiada-apoiada [1], e para condi¢ao de contorno do
tipo fixa-livre [2].
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