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Resumo: Com o objetivo de descrever o perfil do fluzo escalar de néutrons monoenergéticos
em geometria unidimensional usando o modelo de difusdo, desenvolvemos um método numérico
espectronodal de difusio (END) em duas versdes. A primeira versao considera problemas de
autovalor, cujas solucoes numéricas geradas pelo método END, sendo livres de erros de trunca-
mento espacial, coincidem com a solucdo analitica dominante, afora erros da aritmética finita
computacional. A sequnda versao considera problemas de fonte fiza, onde a fonte € obtida ana-
liticamente a partir da reconstrucao espacial do fluzo escalar gerado pelo método END para
problemas de autovalor. Neste caso também sao obtidas solucdes livres de erros de truncamento
espacial. Um codigo computacional que implementa o método END foi desenvolvido em lingua-
gem de programagao C# (C Sharp), a fim de gerar as solugoes numéricas. A titulo de ilustragao,
sao apresentadas solugoes numéricas, geradas através deste codigo.
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1 - Introdugao

No contexto dos reatores nucleares do tipo ADS (Accelerator Driven System) [3], que consis-
tem em sistemas subcriticos estabilizados por fonte fixa estacionaria de néutrons, desenvolvemos
uma modelagem computacional para a estabilizacao de sistemas subcriticos com fonte esta-
ciondria. Para tanto, utilizamos um modelo simplificado unidimensional de difusao de néutrons
monoernergéticos para o qual foi desenvolvido um método espectronodal (END) com duas possi-
bilidades. Na primeira, consideramos o convencional calculo de autovalor, para o qual o método
END gera solugoes numéricas absolutamente livres de erros de truncamento espacial. A outra
possibilidade é através do calculo de fonte fixa estacionaria de néutrons, e também neste caso,
o método END gera solugbes numéricas livres de erros de truncamento espacial. Observamos
aqui que, neste trabalho, desenvolvemos o método END para cédlculos que utilizam fonte fixa
varidvel com a posi¢do no dominio, como ocorre com a fonte de fissdo. A primeira fonte fixa
que investigamos, consistia de uma fonte de fissao gerada analiticamente a partir do perfil do
fluxo critico obtido pela reconstrucao espacial da solucao de malha grossa do problema de au-
tovalor. Constatamos neste caso, que as solucoes obtidas nas duas possibilidades coincidem, a
menos de erros de arredondamento da aritmética finita computacional. Em continuidade com
0 experimento numérico, inserimos uma perturbagao no sistema que o colocasse em um estado
suberitico (reatividade negativa) ou em um estado supercritico (reatividade positiva) [4]. E
sabido que, o caso que desperta maior interesse de estudo é o estado subcritico; entao, determi-
namos o perfil do fluxo escalar complementar que deve ser somado ao perfil subcritico a fim de
se gerar a distribuicao critica de néutrons no sistema. Portanto, a fonte estacionaria de néutrons
monoenergéticos que estabilizard o sistema subcritico na situagao critica serd dada pelo produto
do fluxo complementar pela secdo de choque macroscépica de fissao da zona material pertinente
dividida pelo fator de multiplicagao efetivo (k), que é definido como autovalor dominante. En-
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fatizamos neste ponto que esta fonte fixa, conforme determinada pelo fluxo complementar de
néutrons, é unica. Qualquer outro perfil de fonte fixa maior ou menor que o perfil determinado
pelo fluxo complementar estabilizara o sistema subcritico numa distribui¢ado néutrons maior ou
menor que o perfil critico.

2 - O Método Espectronodal de Difusao (END)

A precisdo dos resultados numéricos gerados pelo método END deve-se ao fato de as equagoes
de diferencgas possuirem pardmetros determinados de tal forma a preservarem a solugao geral
local no interior de cada nodo de discretizacao espacial.

Apresentamos agora, uma descrigao resumida do método END para problemas de autovalor.
Considerando uma grade de discretizagao espacial arbitraria, conforme encontra-se ilustrada na
Figura 1, onde cada célula ou nodo 7; tem espessura hj, j = 1 : J, com J definido como o nimero
total de nodos da grade, escrevemos a equacao da continuidade e a lei de Fick como

d v
(@) + S, 0(x) = £ 3, 0(x) (1)
J#)= D), wj<w<m, @)

onde z; e x;41 sao as interfaces do nodo 7;.

1j
/——_\
| | - | | el | |
| | | | | |
=0 X2 Xj Xjs1 X3 x341=L
—hj—

Figura 1: Grade de discretizagao espacial.

Podemos entao apresentar a solugao geral na forma

A —Z )+ A L 1
B(a) = 1€08 (LN;)) 25€en (Lj(k)x caso complexo 3
Bjcosh <m> + Bysenh (Lj(k)) caso real
Al\/Dj (%ij - Eaj)sen (Lﬁk))
— Ay \/Dj (%Efj — Eaj)cos (Lﬁk)) caso complexo
J(z) = ; (4)

~B1\/D; (D, = ¥ 5p,)senh (Lﬁk))
_BQ\/DJ' (Z‘aj — %ij)cosh (ﬁ) caso real

onde definimos o comprimento de difusdao em meios multiplicativos como

D; v
o se 72 > X,
Lj(k) = D, . (5)
T vy caso contrario
a; Tk

Observamos que o caso complexo e caso real referem-se a natureza das raizes da equagao carac-
teristica de segundo grau, associada a equagao diferencial ordinaria de segunda ordem que se
obtém ao substituir a Eq. (2) na Eq. (1).Agora, integramos as Eqgs. (1) e (2) em 7, aplicando

o operador
1 Tj4+1
1 / odz. (6)
hj Ja,
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Como resultado, obtemos as equacgoes discretizadas de balanco espacial

Jj+1 —Jj — 14

= (7)
_ D.
Ji= —# (@41 — @5), (8)
J
e escrevemos as equagoes auxiliares como
= _ %
T = L@+ (9)
7 = @’(Jm ). (10)

Aplicando o operador dado na Eq.(6) na Eq. (3) e substituindo na Eq. (9), obtemos duas
equacoes. Procedimento analogo é seguido para a corrente. Partindo dessas equagoes, consegui-

mos concluir que
2L; (k)

h
tg <2L ](k)> se g Xp; > X,

h;
N =B = i 11
i J ’;( )t h <2L (k)) caso contrario, )

onde Lj(k) estd definido na Eq. (5). Para cada estimativa de k no esquema iterativo de
poténcia [1], calculamos v; que depende dos parametros materiais e da espessura da regido. As
quantidades «y; preservam a solucao geral analitica localizada em cada nodo de discretizagao
espacial.

Em continuidade, apresentamos as equagoes para os fluxos no contorno exterior esquerdo,
nas interfaces interiores e no contorno exterior direito. Essas equacoes foram determinadas a
partir de manipulagdes algébricas utilizando as Eqs. (7), (8), (9), (10) e as condi¢oes de contorno
generalizadas [5]. Assim, para o contorno exterior esquerdo utilizamos

Dl 1 Dl 1 1% -

h1X S — | — — mh1 X, | o= X 12
(71h + a1+ao> 1 ('Vlhl 1 a1> 2= 52y @1, (12)

para as interfaces interiores, temos

D, 1
- <7j1]hj1 - 47j_1hj_12a”> Fimt
D, D; 1 1

+ <'Yj1]hj1 + 'lejxj + [ vi-hi—12a, 47jhj2aj> d; (13)

D; 1
(G )

= 2]{,‘(h 1Ef] 1¥j— 1+h2f] )

e para contorno exterior direito, usamos

D 1 D; 1 y B
_ <7J}jj — 4’YJhJEa1> O+ < hy + ’YJhJEaI + aL> Dy = ﬁhJZfJ‘I’J- (14)

Concluindo, acoplando a Eq. (12) com a Eq. (13) para j = 1: J e a Eq. (14), teremos um
sistema de (J + 1) equacoes lineares e algébricas em (J + 1) incégnitas ®;, j =1:J.

Com a convergéncia do método de poténcia, obtemos a solugao dominante de malha grossa
®;, j =1:7J. Como a solugao numérica dominante normalizada pela poténcia nuclear ativa
gerada ®;, j = 1: J, é livre de erro de truncamento espacial, podemos uséd-la como condigao
de fronteira na expressao da solucao geral analitica local e determinarmos um par de constantes
para cada nodo, cf. Eq. (3). Desta forma, podemos reconstruir ®(z), 0 < x < L, observando que
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¢ conveniente identificar x; = 0 e xj41 = hj, j = 1 : J. Em outras palavras, a fronteira esquerda
de cada nodo é sempre identificada como origem (x = 0) e, consequentemente, a fronteira direita
deverd ser a espessura h; de cada nodo (z = hj). Portanto, escrevemos, cf. Eq. (3)

Ty = 0= A1 Bl (ID
h.
®J+17®jcos(ﬁgk)>
Ay = ( " caso complexo
sen\ - (k) . (15)
Tjy1 = hj = K
®j1—Pjcosh ;0
By = - caso real
h J
\ \ wn(zte)

Com o par de constantes determinado na Eq. (15) para cada regiao j = 1 : J do dominio,
reconstruimos o perfil do fluxo escalar de néutrons no interior de todo o dominio 0 < z < L.

A partir deste ponto, passamos a descrever o método END para problemas de fonte fixa.
Considerando as Eqgs. (1) e (2), substituindo a fonte de fissao, termo a direita da Eq. (1), pela
fonte fixa

)\Vifj (Alcos ( e )> + Assen (L (k)» caso complexo,
Qj(x) = (16)

)\Vzkfj (Blcosh ( I, )) + Bysenh (L (k))) caso real,

com Aj, A2, By e By dados pela Eq. (15) e A = flp, sendo p a reatividade [4], apés algumas
manipulagoes algébricas, podemos escrever

)\V;k (Alcos ( I, )) + Agsen (L (k)>) caso complexo,

(Blcosh ( (k)) + Bsysenh (L (k))) caso real,
(17)

onde L; = ,/D;/X,; é definido como comprimento de difusao em meios nao-multiplicativos.

Observamos aqui, que se a reatividade for nula (p = 0 e A = 1), obtemos, de acordo com a Eq.
(16), um perfil de fonte de fissdo caracteristico de sistema critico. Entretanto, inserindo p < 0,
por exemplo, obtém-se A < 1 e, portanto, um perfil de fonte de fissdo com menor intensidade,
conforme Eq. (16). Esta fonte gerard uma distribuigao de néutrons inferior a distribuicao critica,
cuja diferenga ponto a ponto é definida neste trabalho como fluxo escalar complementar.

A solugao geral local da Eq. (17) é dada por

O(z) = Op(z) + Pp(2), (18)

i.e., a soma da solugdo homogénea com uma solugao particular. A solu¢do homogénea podemos
escrever como

Oy (2) = Cycosh (L]> + Chsenh (LJ) , (19)

e a solucao particular, como
A (Alcos ( T, )) + Assen (L k)>) caso complexo,
D) = (20)
A (Blcosh ( o )> + Bysenh ( T, ))> caso real.

Para este Caso, escrevemos as equacoes auxiliares como

3, = 723@ +®j40) + Gy (21)
Ti = 2+ ) +Ge (22)
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Assumindo a solugao geral dada pela Eq. (18), e aplicando a esta o operador dado na Eq.(6)
obtemos uma equagao que substituida na Eq. (21) nos permite concluir, a partir dos termos que
envolvem os coeficientes (C1, C3), que

2LJ hy

Portanto, y; preserva a solugao homogenea. Em prossegulmento, os termos que envolvem o0s
coeficientes (A1, A2) ou (Bi, Ba), dependendo do caso, nos permitem determinar

AAq ingmsen (%) — 4 (1+cos %
M; (G sen ( Lf{k) - Lilgk) 1 — cos % caso complexo,
Gpi= (24)
B, ngk)senh (L:-L(jk) — % (1+ cosh L:ij) _
ABy (senh (i ) + 545 (1~ cosh (£t caso real,

caso complexo,

\_/k-

Gei = 25
1 hj
DiAB1 ( 57 (k)senh (L (k)) + 7y 1 — cosh Lj(Jk) —
1 j h;
DBy h—jsenh (W) — % 1+ cosh Lj(]k) caso real,

os parametros Gy; [Eq. (24)] e G [Eq. (25)] preservam a componente particular da solucao
geral.

Concluindo, a partir das equagoes auxiliares dadas pelas Eqgs. (21) e (22), das condigoes de
contorno generalizadas [5] e das equagoes de balango espacial

J J;
% + 20,05 = Q; (26)
J
_ D
Jj = _hij(q)]+1 (I)J)a (27)

s xr
onde Q; = - f I Qj(z)dx; determinamos equagoes que, assim como as Eqgs. (12), (13) e (14),
sao utilizadas para calcular os fluxos escalares nos contornos exteriores esquerdo e direito e nas
interfaces interiores. Entao, para o contorno esquerdo, encontramos

Dy mhidg, Dy mhi X, hiQ1  hi1Xg, 1
o, — . o, = _Mrag 4 g 28
<71h1 + 1 + g 1 Sihy 1 1 5 5 1+ " el > (28)

para as interfaces interiores, obtemos

< Dj_4 lehjlzajl) o,
_ _ i

Vi-1hj-1 4
+( Dj—l " Dj +’7j71hj712aj71 +7jhj2aj> P,
Yi—thj—1 — vh; 4 4 ’
D;  vjhjXa,
_ _ P 29
(’thj 4 a )
hj@ hanj 1
= — G+ —Gey
2 2 f’2+’Yj o
hjflm hj—lzaj—l
+ 2 2 nyz—l
1
- Gc,i—l
Vi—1
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e por fim, para o contorno direito, temos

Dy %hJEaJ D; %hJEaJ
_ _ oy + _
Yahs 4 Yahs 4

h‘J@ hJZCLJ

2 2

1
+ 04L> Dy = Grs——Ges
A

(30)
aqui também obtemos um sistema de (J+ 1) equagdes lineares e algébricas em (J+ 1) incégnitas
®;, j =1:7J, como resultado do acoplamento das Egs. (28) e (30) com a Eq. (29) para j =1:J.

3 - Resultados Numéricos

Os parametros materiais de cada uma das regides do problema-modelo estao listados na
Tabela 1, e foram determinados pela média aritmética dos parametros dos dois grupos fornecidos
por [2]. O problema-modelo considerado constitui-se de um dominio heterogéneo composto pelas
dez regioes listadas na Tabela 1, com condicoes de contorno tipo fluxo escalar nulo para x = 0
cm e x = 384,758 cm e poténcia gerada de 1000M W .

Regiao D2 2P vy © Largura da regiao (cm)
1 0,89860 0,0054383 0,0 4,0
2 1,20320 0,0329474 0,0466941 26,126
3 1,19055 0,0349528 0,0479517 52,251
4 1,16020 0,0352893 0,0476130 52,251
) 1,11820 0,0352074 0,0468138 52,251
6 1,05625 0,0349876 0,0455437 52,251
7 0,96850 0,0346528 0,0437822 52,251
8 0,89530 0,0345124 0,0427313 52,251
9 0,87110 0,0348903 0,0451505 26,126
10 0,69230 0,0182700 0,0 15,0

aCoeficiente de difusao.
PSecao de choque macroscépica de absorcao.

°Segao de choque macroscépica de fissdo multiplicada pelo
nimero médio de néutrons gerados.

Tabela 1: Parametros fisicos do problema-modelo

A Tabela 2 apresenta os resultados numéricos de um experimento considerando o problema-
modelo que, supostamente, é constituido do combustivel Pu?3?, onde foi inserida uma reatividade
uniforme de —0,30%. Como efeito disto, a fonte fixa de fissdo torna-se menor do que a fonte
critica. A primeira coluna da Tabela 2 lista as posicoes do dominio onde foram avaliados os
fluxos escalares pelo método END de fonte fixa, na segunda coluna esses fluxos sao exibidos. Na
terceira coluna da Tabela 2 é listado o perfil do fluxo complementar que somando aos valores do
fluxo subcritico, mostrados segunda coluna, obtemos o perfil do fluxo critico, exposto na quarta
coluna da Tabela 2.

4 - Conclusoes

O método END ¢ livre de erros de truncamento espacial no sentido de que ele gera solugoes
numéricas coincidentes com os resultados gerados a partir da solucao analitica dominante. Isto
se deve ao fato de que as equacOes discretizadas do método END possuem parametros que
preservam a solucao geral local analitica no interior de cada regiao do dominio. Portanto, afora os
erros de arredondamento da aritmética finita computacional, os resultados gerados pelo método
END sao "exatos”. A modelagem matemadtica aqui apresentada nos permitiu implementar
um algoritmo numérico num aplicativo computacional que determine analiticamente o perfil
estaciondrio da fonte externa de néutrons que estabilize um sistema subcritico, como ilustra a
Tabela 2. Esta contribuicao encontra-se no contexto dos sistemas estabilizados por aceleradores,
i.e., os Accelerator Driven Systems (ADS), que foram mencionados na introdugao deste trabalho.
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Posicao® Fluxo Subcritico® Fluxo Complementar®  Fluxo Criticod
4 9,60234E+417 5,76140E+14 9,60810E+417
30,126 4,67465E+18 2,80479E+15 4,67745E+18
82,377 5,27916E418 3,16750E+15 5,28233E+18
134,628 2,38481E+18 1,43089E+15 2,38624E418
186,879 6,16349E+417 3,69810E+14 6,16719E+17
239,130 8,91538E+16 5,34923E+13 8,92073E+16
291,381 6,93700E+15 4,16220E+12 6,94116E+15
343,632 4,00362E+14 2,40217E+11 4,00602E+14
369,758 6,96948E+13 4,18168E+10 6,97366E+13

aPosicao no dominio em que o fluxo é calculado.
PFluxo escalar de néutrons calculado com o método END de fonte fixa.
°Fluxo complementar calculado analiticamente.

dFluxo escalar de néutrons obtido pela soma das colunas 2 e 3.

Tabela 2: Resultados numéricos do problema-modelo

E importante observar neste ponto que apesar de ter sido incluida reatividade negativa no
problema-modelo considerado na secao anterior, a metodologia adequa-se igualmente a insergoes
de reatividades positivas.

Como trabalhos futuros, propomos a extensao da metodologia aqui descrita para modelos

de difusdo e de transporte de néutrons na formulagao multigrupo de energia. Fica também
como sugestao estender a presente estratégia de modelagem computacional de estabilizacao de
sistemas subcriticos com fontes estaciondrias para geometrias multidimensionais.
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