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Resumo. Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias e algumas solugoes de uma
equagao envolvendo o operador Laplaciano infinito.
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1 Introducao

Em [2], Aronsson considerou o seguinte problema: seja D C R? uma regido convexa,
u € C°(D) N CY(D) e, para cada niimero natural n, considere o funcional

I, = (/D(ui+u§)”>21n.

O problema era encontrar min I,,. A resposta obtida por ele préprio é que a funcao u
que minimiza o funcional é solucao da equacgao

Vul?
|Vu[2(=2) [2(’”_|1)Au + U Uy + 2Up Uy Uy + uiuyy] =0. (1)

Se Vu # 0 e fazendo n — oo na em (1), obtemos a equagao
uium + 2ug Uy Uy + uzuyy =0. (2)

Em [2] foram encontradas as primeiras solugoes explicitas nao-triviais desta equacao,
por exemplo, citamos a solugao

_ Yy

O operador nao linear A, aplicado a uma funcio u é definido por Asou = U2z, +
20Uz Uy Uy + uguyy e é chamado Laplaciano infinito. A equacao (2) é também conhecida
como equacao de Aronsson.

Em [5] foram construidas novas solugoes explicitas da equagao de Aronsson, tendo sido
obtidas a partir dos geradores de simetrias de Lie de (2), dados pelo seguinte resultado:

u(x,y) = arcsin
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Teorema 1.1. Os geradores de simetrias de Lie da Equagao de Aronsson sdo combinacies
lineares dos operadores

0 0 0 0 0 0
Xi= 2 Xo=2 Xy=yo 2l Xy=ao ty—
1 or’ 2 aya 3 yal‘ :L‘aya 4 m8x+y8y’
0 0
Xs—a, XG—U%
Demonstragao. Veja [5]. O

Mais recentemente, em [3] os autores consideraram alguns problemas de autovalores
para a equagido Asu + a(z)u® = 0 em R™. Isso nos inspira a considerarmos a seguinte
equacao

2 2
Uy Uz + 2UgUyUzy + Uylyy + AuP = 0, (3)

onde A é um numero real, o qual assumimos ser nao nulo.

2 Resultados principais

Seja

0 0 0
X = glay ) g+ rlay g+l 5 4)

um gerador de simetrias admitido por (3). Utilizando-se do pacote SYM (veja [4]), con-
cluimos que a solugdo das equagoes determinantes satisfazem o seguinte sistema sobrede-
terminado de equacoes:

EZxac =0, flm =0, §1xy =0, 7, =0, My = 0, Nuu =0, £2u =0

¢l,=0, &, +&%, =0, &,-¢,=0, A (pn[:u,y,u] — 3umn, + 4u£1x) =0

Observe que as constantes A e p nao possuem, a priori, grandes restricoes. Do ponto
de vista de simetrias, isso nos conduz a um problema de group classification, que ocorre
quando os parametros constitutivos da equacao podem levar a diferentes grupos de sime-
trias.

Com respeito ao parametro A, apenas duas situacoes ocorrem: quando A = 0, um caso
ja tratado pelo Teorema 1.1, ou A # 0. Dessa forma, essencialmente, devemos considerar
apenas as condicoes sobre p. Assim, temos as seguintes situagoes:

e Se p =0, entao n(x,y,u) = c1 + ducs/3, &(x,y,u) = co + csx — cyy e T(x,y,u) =
c3Y + Cc4x + Cs;

e Se b= 37 entao T](:L’,y,U) = C1u, g(xvyau) =C2 —C3y € T(%,y,U) = C3% + C4;

e Se p 7é 0737 entao n(xaya ’LL) = 402“’/(3 _p)7 f(l’,y,’lﬂ =C1+ T — c3y e T(.Z',y,U) =
CcolY + c3x + c4.
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Substituindo estas fungdes no gerador de simetria (4), provamos o seguinte

Teorema 2.1. Seja A # 0. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equacdo
(3) € dada pelos sequintes operadores:

e Sep =3, entdo os geradores sdo

0 0 0
X1 = e Xo = oy X3 Yoot "5y (5)
€
0

e Sep#0,3, entao os geradores sao (5) e

0 0 4u O
- (7)

Dy=1— 4y—
P x8x+y8y+3—p8u

e Sep=0, os geradores sio (5), (7), comp =20, e

Corolério 2.1. As simetrias da equagao (3) sdo, respectivamente, as sequintes:
e Para p =3, temos
g1 (@ y,u) = (2 +ey,u), g2 (z,y,u) = (2,5 + € u),
93 : (x,y,u) — (zcose — ysine, xsine + ycose, u),

94 (x,y,u) — (z,y,t, eu).

e Sep#£0,3, além de g1, g2 e g3, temos a simetria adicional

4e
9p - (x,y,u) = (eex,eey,efifpu),

e Sep =0, além de g1, g2, g3 € go, temos a simetria adicional
g5 - (‘T’yvu) — ($7y7u+6)'

Demonstragao. E suficiente substituir cada gerador do Teorema 2.1 em eX (z,y,u), o que
resultard em seu correspondente g. O
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3 Solugoes da equagao (3)

Ao longo desta se¢do consideraremos A = o2, com ¢ # 0, em (3).
Do Teorema 2.1, temos o seguinte:

e Se p = 3, entao os geradores de simetrias de (3) sao

0 0
Xi= 2 Xo=2) Xs=—yo +a2
‘ 0
X4:U%.

e Se p # 3, entdo os geradores de simetrias de (3) sao X1, Xo e X3 e

0 0 du 0

D)= re gyl 22
P x3$+y0y+3—p8u

e Se p =0, entao os geradores de simetrias de (3) sao X1, Xo, X3, Dy e

0

X5 = —.
>~ du

1. Consideremos a combinacao linear cX; + Xo. Logo, as equagoes caracteristicas sao

dr dy du
c -1 0

e nossos invariantes, para qualquer p, sao a; = = — cy e u = az, de onde podemos

encontrar uma solucao invariante da forma u = ¢(z), com z = x — cy. Substituindo

u = ¢(z), z = x — cy, na equagao (3), obtemos

2

N3 1 g
Ora, colocando ¢’ = f(¢), para alguma funcao f = f(¢), de (9) obtemos a seguinte
EDO para f: ,
3 __ g
f f - (C2 + 1)2¢p' (]‘0)

Aqui precisamos considerar alguns casos, a saber:
e Suponha que p # —1,3. Entao, a solucao de (10), apdés tomarmos a constante
de integracao como sendo 0, é

p+1

f(@) = kpp 5,

onde kj := 40?/[(¢* + 1)*(p + 1)]. Como ¢’ = f(¢), temos, apds integracao, o

seguinte:
4

o) = |2 v en|
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onde ¢ é uma constante arbitraria. Dessa forma, uma solugao de (3) é

4

3—p 402 e
u(x,y) = ¢ T —cy)+c , 11
( y) [ 4 \/(CQ+1)2(p+1) ( y) 1 ( )
onde supomos k;, > 0 por simplicidade.
e Considere agora o caso p = —1. Para este valor de p, a solugao de (10) é

402 T
f(p) = <(C2+1)21H¢+01> :

onde ¢; é uma constante arbitraria. Como ¢’ = f(¢), a solugdo desta tltima
equacao ¢ dada implicitamente por

402 402
4/ ci(c?+1)2
\/_ T 402 In¢

onde I'(x;y) é a funcdo gama incompleta [1].

B aaV BCTCI R e RIS

Z+c = (12)

Dessa forma, uma solugao de (3) é dada de modo implicito em termos da fungao
gama incompleta através da expressao u(z,y) = ¢(z — cy), onde ¢ é definida
implicitamente por (12).

e Considere agora o caso p = 3. Com p = 3 uma solugao de (10) é da forma
$(2) = €%, 0 que resulta em duas solucoes, dadas por

o

w(z,y) = eV EATY ¢ yy(z,y) = VERETY (13)

2. Consideremos agora o gerador X3. Para este caso, as equagoes caracteristicas sao
dy dr du
—x Y 0’

de onde obtemos os invariantes a; = \/x2 + y2 e u = ay. Definindo r = /22 + 32 e
u = ¢(r), podemos encontrar uma solucao radialmente simétrica de (3). Colocando

u=¢(r), com r = /a2 4+ y?, em (3), obtemos
(¢')%¢" = a?¢P. (14)

Temos uma equagao similar ao caso anterior, razao pela qual faremos nossa anélise
um pouco mais breve.

e Suponha que p # —1,3. Neste caso, a solucao de (14) é

4

_|3—p,[ 402 o
qb(Z)—[ 4 p+1r+cl )
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onde ¢ é uma constante arbitraria. Logo, a solucao de (3) é

4

3— 402 o
u(zr,y) = [p (= Vi +yita (15)
4 p+1
e Para p = —1 a solucao obtida é novamente implicita, razao pela qual nao a

consideraremos aqui.

. ~ ~ 2 2
e Finalmente, para o caso p = 3, as solucoes sao ¢4 (r) = erVoleity ), de onde
construimos as solugoes

ur(z,y) = eV o uy(,y) = e VIV (16)
da equagao (3) com p = 3.

3. Considere agora a combinagao linear

0
X=_—+cu—
Ox ou
para o caso p = 3. Nossas equagoes caracteristicas sao
dr dy du
1 0 cu’

de onde obtemos u/e” = aj, y = ag, de onde podemos procurar por uma solucao
da forma u(z,y) = e“¢(y). Substituindo esta u em (3), obtemos a seguinte equagao
para ¢:

(¢! = 0%)¢" + (¢)* (20 + ¢") = 0.

Assim, escolhendo a constante ¢ como ¢ = /o (assumamos, por simplicidade, que
o > 0), e notando que a solugdo ¢ = const sé é solugdo da equagao (3) quando
¢ =0, a fim de se encontrar uma solugao nao-trivial, temos que

¢ +2c% =0,

de onde obtemos ¢ = cos(v/20y) ou ¢ = sin (v/20y). Assim, novas solugoes para
(3), com p = 3, sao dadas por

uy(z,y) = V7% cos (V20y) e ug(z,y) = eV sin (v20y). (17)

4 Conclusao

Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias da equagao (3) e, a partir desses,
algumas solugoes cldssicas daquela equagao. Cabe notar aqui que o caso p = 3, em (3), é
aquele que atinge o maior niimero de simetrias e também admite solugoes com decaimento

exponencial e convergentes a 0 quando o dominio se torna ilimitado.
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