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Uma nova equação unificando quatro modelos f́ısicos
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Resumo. Neste trabalho deduzimos uma equação que unifica diversos modelos f́ısicos que
de certa forma generaliza resultados recentemente encontrados em [1,3].
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1 Introdução

Neste trabalho classificamos a equação

F = ut + εutxx + f(u)ux + g(u)uxuxx + h(u)uxu
2
xx + p(u)u3x

+q(u)u2xuxxx + w(u)uxxx = 0
(1)

de acordo com uma determinada simetria de scaling, veja [7] para detalhes em simetrias.
A equação (1) é uma maneira bastante genérica de escrever as equações de Qiao [8],

Novikov [5, 6], Camassa-Holm [2] e Degasperis-Procesi [4]. Tais equações são dadas res-
pectivamente por

ut − utxx + 3u2ux − u3x = (4u− 2uxx)uxuxx + (u2 − u2x)uxxx,

ut − utxx + 4u2ux = 3uuxuxx + u2uxxx,

ut − utxx + 3uux = 2uxuxx + uuxxx, ut − utxx + 4uux = 3uxuxx + uuxxx.

Considere o grupo de scaling de R3 em R3 definido por ψλ(x, t, u) = (x, λ−bt, λu), onde
b ∈ R é uma constante e λ ∈ R+. Para (x, t, u) fixado, o vetor tangente à curva ψλ em
(x, t, u) é dado pelo campo vetorial

X = u
∂

∂u
− bt ∂

∂t
. (2)

Dizemos que ψλ é uma simetria de Lie da equação diferencial (1) se a chamada condição
de invariância X(3)F = λF , para alguma λ = λ(x, t, u, u(1), · · · ), onde

X(3) = u
∂

∂u
− bt ∂

∂t
+ ux

∂

∂ux
+ (b+ 1)ut

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂uxx
+ uxxx

∂

∂uxxx
+ (b+ 1)utxx

∂

∂utxx
.
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Quando consideramos a equação (1) e a condição de invariância, encontramos o seguinte
sistema sobredeterminado de equações para as funções f, g, h, p, q e w:

uf ′(u) = bf(u), uw′(u) = bw(u), ug′(u) = (b− 1)g(u), uh′(u) = (b− 2)h(u),

up′(u) = (b− 2)p(u), uq′(u) = (b− 2)q(u), λ = b+ 1,

cuja solução nos dá

ut + εutxx + αubux + βub−1uxuxx + σub−2uxu
2
xx + δub−2u3x+

+γub−2u2xuxxx + ρubuxxx = 0,
(3)

onde α, β, σ, δ, γ e ρ são constantes de integração.
Nos próximos passos do trabalho estudaremos outras propriedades da equação (3),

como critérios para que a equação seja estritamente auto-adjunta, leis de conservação, ob-
tenção de soluções e uma análise de quais parâmetros da equação são realmente essenciais.
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