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Resumo. No presente trabalho são apresentados os modelos populacionais de Malthus e
Verlhust para uma espécie. O objetivo deste trabalho é estudar os modelos populacionais
de Malthus e Verlhust para um espécie e então fazer a análise do comportamento assintótico
de suas soluções.
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1 Introdução

Uma das primeiras tentativas de modelagem do crescimento populacional por meio da
matemática foi feita pelo economista inglês Thomas Malthus em 1798. A idéia do modelo
malthusiano é que a taxa segundo a qual a população cresce em um determinado instante
é proporcional a população total naquele instante. Um pouco mais tarde, por volta de
1838, a limitação dos recursos foi estudada por Pierre Verlhust em relação ao crescimento
populacional. Verlhust incorporou esta limitação ao modelo de Malthus e apresentou a
equação do crescimento populacional [2].

2 Modelo de Malthus

Seja p(t) a população de uma determinada espécie no instante t. A hipótese inicial
diz que a taxa de variação da população p é proporcional ao valor atual de p. Malthus
descreveu o crescimento populacional através da seguinte equação

dp

dt
= kp, (1)

com k taxa de crescimento da população. A solução de (1), sujeita a condição inicial
p(0) = p0, é dada por

p(t) = p0e
kt. (2)
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onde k é determinado a partir da condição inicial. Supõe-se k > 0, então, a população vai
crescer exponencialmente em todo tempo.

3 Modelo de Verlthust

Devido as limitações apresentadas no modelo de Malthus (1), o matemático Verlhust,
apresentou uma nova equação supondo que a população irá crescer até um limite máximo
sustentável, isto é, ela tende a se estabilizar. Substituindo a constante k em (1) por
k = a− bp, a e b constantes positivas, obtêm-se a equação diferencial separável

dp

dt
= (a− bp)p, (3)

conhecida como a equação de Vershulst-Pearl.

3.1 Análise da solução

As funções constantes p(t) = 0 e p(t) = a/b ≡ K são soluções de (3). Para p0 6= 0 e
p0 6= a/b, sabe-se que a solução é dada por

p(t) =
ap0

bp0 + (a− bp0)e−at
. (4)

Note, se t → +∞, então p(t) → K, esse valor é chamado de população limite e é o
valor assintótico da população, qualquer que seja a população inicial p0 > 0. Se p0 > K,
a população p(t) decresce exponencialmente tendendo a K. Se 0 < p0 < K, a população
cresce tendendo a K, neste caso o gráfico de p(t) é a curva loǵıstica. O ponto de inflexão
está em p(t) = a

2b
, ou seja, até atingir o valor K/2, a população cresce com derivada

positiva e a partir dáı o crescimento se dá mais lentamente.

4 Considerações finais

Neste trabalho foram apresentados os modelos de Malthus e Verlhust e analisados o
comportamento assintótico de suas soluções. Posteriormente, tem-se como propósito fazer
a análise das soluções de outros problemas populacionais clássicos via segundo método de
Lyapunov [1].
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