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Resumo. Neste trabalho, é introduzida a ∆-integral de Aumann. Além disso, são estabe-
lecidas propriedades para a ∆-integral de Aumann. Em particular, é obtida uma fórmula
que relaciona a ∆-integral de Aumann e a integral de Aumann.
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1 Introdução

Integrais em escalas temporais foram consideradas, por exemplo, em [5], [6] e [7]. Em
[5] foi considerada a integral de McShane em escalas temporais. Já em [6] foi estudada
a integral de Riemann-Stieltjes em escalas temporais. Finalmente, em [7] foi estudada a
integral de Henstock-Kurzweil em escalas temporais.

A integral de Aumann foi considerada inicialmente em [1]. Em [1] são consideradas
multifunções F : [0, 1]  Rn e a integral de Aumann é definida em termos de seleções
integráveis do seguinte modo:∫

[0,1]
F (t)dt =

{∫
[0,1]

f(t)dt : f ∈ L1([0, 1]) e f(t) ∈ F (t) para todo t ∈ [0, 1]

}
.

Aqui é estabelecida uma extensão da integral de Aumann. Assim, utilizando a ∆-integral
de Lebesgue [4] é definida a ∆-integral de Aumann. São obtidas algumas propriedades
básicas para a ∆-integral de Aumann em consonância com as propriedades básicas da
integral de Aumann [1]. Além disso, é estabelecida uma fórmula que relaciona a ∆-integral
de Aumann e a integral de Aumann, fazendo uma analogia com a fórmula que relaciona a
∆-integral de Lebesgue e a integral de Lebesgue [[2], Theorem 5.1].

2 Preliminares

Nessa seção são considerados conceitos e resultados necessários para o estudo da ∆-
integral de Aumann.
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2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T ⊂ R é um conjunto não-vazio e fechado. No presente trabalho
é utilizada uma escala temporal T compacta, sendo a = minT e b = maxT tais que a < b.

Defina a função σ : T→ T por

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}.

Supõe-se que inf ∅ = supT.

Lema 2.1 ([2]). Existem I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .

2.2 Integração de Lebesgue em escalas temporais

Em [4], pode-se encontrar a definição de um conjunto ∆-mensurável de T. Denota-se
a famı́lia de conjuntos ∆-mensuráveis de T por ∆. ∆ é uma σ-álgebra de T.

Uma função f : T→ R̄ é ∆-mensurável se para cada r ∈ R o conjunto {t ∈ T : f(t) <
r} é ∆-mensurável. Se f : T → Rn diz-se que f é ∆-mensurável se cada componente
fi : T→ R de f for ∆-mensurável.

Seja f : T→ R̄ e seja E ∈ ∆. Indica-se por∫
E
f(s)∆s

a ∆-integral de Lebesgue de f sobre E. Se cada componente fi : T → R de f : T → Rn
for ∆-integrável sobre E, define-se a ∆-integral de Lebesgue de f sobre E como∫

E
f(s)∆s =

(∫
E
f1(s)∆s, ...,

∫
E
fn(s)∆s

)
.

Denota-se por L1(E,Rn) o conjunto das funções f : T→ Rn ∆-integráveis sobre E.
Pode-se citar [2] e [8] como referências para uma abordagem mais completa da teoria

de integração de Lebesgue em escalas temporais.
Dada uma função f : T→ Rn, define-se f̃ : [a, b]→ Rn como

f̃(t) =

{
f(t), t ∈ T
f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I,

onde I ⊂ N e {ti}i∈I = RS.
Se E ⊂ T, defina

Ẽ = E ∪
⋃
i∈IE

(ti, σ(ti))

onde
IE := {i ∈ I : ti ∈ E ∩RS}.

De [2] segue os dois resultados a seguir.
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Proposição 2.1. Tome uma função f : T→ Rn. Então f é ∆-mensurável se, e somente
se, f̃ é Lebesgue mensurável.

Teorema 2.1. Seja E ∈ ∆ tal que b 6∈ E. Então, f ∈ L1(E,Rn) se, e somente se,
f̃ ∈ L1(Ẽ,Rn). Neste caso, ∫

E
f(s)∆s =

∫
Ẽ
f̃(s)ds.

2.3 Multifunções mensuráveis

Seja (Ω,F) um espaço mensurável. A multifunção Γ : Ω  Rn é F-mensurável se o
conjunto

Γ−1(V ) = {x ∈ Ω : Γ(x) ∩ V 6= ∅}

for F-mensurável para cada conjunto compacto V ⊂ Rn.
Uma função γ : Ω → Rn é uma seleção da multifunção Γ quando γ(x) ∈ Γ(x) para

todo x ∈ Ω.
Diz-se que a multifunção Γ é fechada, compacta, convexa ou não-vazia quando Γ(x)

satisfaz a propriedade exigida para cada x ∈ Ω.

Teorema 2.2 ([3]). Tome um espaço mensurável (Ω,F) e uma multifunção Γ : Ω Rm
não-vazia e fechada. Se Γ é F-mensurável então Γ admite uma seleção mensurável.

3 ∆-Integral de Aumann

Se A é um subconjunto de R, denota-se por AT o conjunto A ∩ T.
Seja F : T  Rn uma multifunção não-vazia. Seja F o conjunto de todas as funções

f : T → Rn ∆-integráveis sobre [a, b)T tal que f(t) ∈ F (t) para todo t ∈ T. Define-se a
∆-integral de Aumann de F sobre [a, b)T como∫

[a,b)T

F (s)∆s =

{∫
[a,b)T

f(s)∆s : f ∈ F
}
.

A ∆-integral de Aumann de F sobre [a, b)T é uma generalização da usual integral de
Aumann de F sobre [a, b].

A seguir são estabelecidas propriedades para a ∆-integral de Aumann.

Teorema 3.1. Se F : T Rn for uma multifunção não-vazia e convexa, então
∫
[a,b)T

F (s)∆s
é convexo.

Demonstração. Sejam f1, f2 ∈ F . Se α ∈ [0, 1], tem-se αf1 + (1− α)f2 ∈ F . Logo,

α

∫
[a,b)T

f1(s)∆s+ (1− α)

∫
[a,b)T

f2(s)∆s

=

∫
[a,b)T

(αf1 + (1− α)f2)(s)∆s ∈
∫
[a,b)T

F (s)∆s

e portanto
∫
[a,b)T

F (s)∆s é convexo.
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Diz-se que a multifunção F : T  Rn é ∆-integravelmente limitada se existe uma
função c : T → [0,+∞) ∆-integrável sobre [a, b)T de modo que ‖y‖ ≤ c(t) para todo
y ∈ F (t) e para todo t ∈ T.

Teorema 3.2. Seja F : T  Rn uma multifunção não-vazia, fechada, ∆-mensurável e
∆-integravelmente limitada. Então

∫
[a,b)T

F (s)∆s é não-vazio.

Demonstração. Do Teorema 2.2 a multifunção F admite uma seleção ∆-mensurável f .
Como F é ∆-integravelmente limitada, então f é ∆-integrável sobre [a, b)T. Assim, f ∈ F
e então

∫
[a,b)T

F (s)∆s é não-vazio.

Dada a multifunção F : T Rn, define-se a multifunção F̃ : [a, b] Rn como

F̃ (t) =

{
F (t), t ∈ T
F (ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I.

Teorema 3.3. Considere uma multifunção F : T  R não-vazia, compacta e convexa.
Então ∫

[a,b)T

F (s)∆s =

∫
[a,b]

F̃ (s)ds.

Demonstração. Seja f : T→ R uma seleção de F . Suponha que f seja ∆-integrável sobre
[a, b)T. Logo a função f̃ : [a, b] → R é uma seleção de F̃ . Além disso, do Teorema 2.1
segue que ∫

[a,b)T

f(s)∆s =

∫
[a,b)

f̃(s)ds =

∫
[a,b]

f̃(s)ds

e então ∫
[a,b)T

F (s)∆s ⊂
∫
[a,b]

F̃ (s)ds.

Considere agora uma seleção g : [a, b]→ R de F̃ . Suponha que g seja Lebesgue integrável
sobre [a, b].

Seja A =
⋃
i∈I(ti, σ(ti)). Tem-se∫

[a,b]
g(s)ds =

∫
[a,b)

g(s)ds =

∫
A
⋃
([a,b)\A)

g(s)ds

=

∫
A
g(s)ds+

∫
[a,b)\A

g(s)ds =
∑
i∈I

∫
(ti,σ(ti))

g(s)ds+

∫
[a,b)\A

g(s)ds.

Como F é compacta e convexa, para cada i ∈ I existe βi ∈ F (ti) tal que∫
(ti,σ(ti))

g(s)ds = βi(σ(ti)− ti).

Defina a função h : T→ R como

h(t) =

{
βi, se t = ti para algum i ∈ I
g(t), se σ(t) = t.
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Então ∫
[a,b)

g(s)ds =

∫
[a,b)

h̃(s)ds =

∫
[a,b)T

h(s)∆s

e assim ∫
[a,b]

F̃ (s)ds ⊂
∫
[a,b)T

F (s)∆s.

Logo a prova está completa.

Teorema 3.4. Seja F : T  R uma multifunção não-vazia, compacta, convexa e ∆-
integravelmente limitada. Então

∫
[a,b)T

F (s)∆s é um conjunto compacto.

Demonstração. De [[1], Theorem 4] o conjunto∫
[a,b]

F̃ (s)ds

é compacto. Do Teorema 3.3 conclui-se que o conjunto∫
[a,b)T

F (s)∆s

é compacto.
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