
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Simetrias e soluções de equações diferenciais evolutivas
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Resumo. Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias e algumas soluções de uma
equação envolvendo o operador Laplaciano infinito.
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1 Introdução

Neste trabalho encontramos soluções da equação

ut = u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy, (1)

usando a teoria de simetrias de Lie [3, 4, 11–15]. Veja também [5,6, 10].

Tal equação pode ser reescrita como

ut = ∆∞u,

onde ∆∞ é um operador não-linear, o qual é definido por

∆∞u = u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy

e é chamado Laplaciano infinito. Este operador foi obtido em [2], quando Aronsson con-
siderou o problema de minimizar o funcional

In =

(∫
D

(u2x + u2y)
n

) 1
2n

em uma região convexa D ⊆ R2, onde u ∈ C0(D) ∩ C1(D).
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Como consequência foi obtido que a função u que minimiza o funcional é solução da
equação

|∇u|2(n−2)
[
|∇u|2

2(n− 1)
∆u+ u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy

]
= 0. (2)

Se ∇u 6= 0 e fazendo n→∞ na em (2), obtemos a equação

u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy = 0. (3)

2 Resultados principais

Os principais resultados relativos às simetrias de Lie são dados a seguir:

Teorema 2.1. As simetrias de Lie da equação (1) admitem a seguinte base de geradores

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂t
, X4 =

∂

∂u
, X5 = y

∂

∂x
− x ∂

∂y
,

X6 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ 2u

∂

∂u
, X7 = 2t

∂

∂t
− u ∂

∂u
.

(4)

Corolário 2.1. As simetrias da equação (1) são, respectivamente, as seguintes:

g1 : (x, y, t, u) 7→ (x+ ε, y, t, u), g2 : (x, y, t, u) 7→ (x, y + ε, t, u),

g3 : (x, y, t, u) 7→ (x, y, t+ ε, u), g4 : (x, y, t, u) 7→ (x, y, t, u+ ε),

g5 : (x, y, t, u) 7→ (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε, t, u),

g6 : (x, y, t, u) 7→ (eεx, eεy, t, e2εu), g7 : (x, y, t, u) 7→ (x, y, e2εt, e−εu).

Demonstração. Basta tomar, para cada Xi do Teorema 2.1, o elemento gi dado por
eεX(x, y, t, u).

Do gerador X5 conclúımos que a equação (1) é invariante sob rotações, o que nos
permite considerar sua forma radial

ut = u2rurr, (5)

o que significa que, conhecendo-se uma solução u = φ(r, t) de (5), então

u(x, y, t) = φ(
√
x2 + y2, t)

é uma solução de (4).

Uma questão natural é, então, considerar as simetrias de (5). Assim, chegamos ao
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Teorema 2.2. Os geradores de simetries de (5) são combinações lineares dos seguintes
campos vetoriais

R1 =
∂

∂t
, R2 =

∂

∂r
, R3 =

∂

∂u
, R4 = r

∂

∂r
+ 2u

∂

∂u
, R5 = 2t

∂

∂t
− u ∂

∂u
. (6)

Corolário 2.2. As simetrias da equação (5) são, respectivamente, as seguintes:

g1 : (r, t, u) 7→ (r, t+ ε, u), g2 : (r, t, u) 7→ (r + ε, t, u), g3 : (r, t, u) 7→ (r, t, u+ ε),

g4 : (r, t, u) 7→ (eεr, t, u), g5 : (r, t, u) 7→ (r, e2εt, e−εu).

Demonstração. Novamente, basta tomar, para cada Ri do Teorema 2.2, o elemento gi
dado por eεX(r, t, u).

Por outro lado, também podemos empregar o método de separação de variáveis à
equação (1). Dessa forma, assumindo que u(x, y, t) = T (t)v(x, y), conclúımos que v e T
satisfazem as equações

v2xvxx + 2vxvyvxy + v2yvyy = kv(x, y) (7)

e

T ′(t) = kT (t)3,

onde k 6= 0 é uma constante. A solução desta última equação é

T (t) = ± 1√
a− 2kt

. (8)

Nosso próximo resultado versa sobre as propriedades de invariância de tal equação,
dado no

Teorema 2.3. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação (7) são dados
pelos operadores

V1 =
∂

∂x
, V2 =

∂

∂y
, V3 = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
, V4 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ 2v

∂

∂v
. (9)

Corolário 2.3. As simetrias da equação (7) são, respectivamente, as seguintes:

g1 : (x, y, v) 7→ (x+ ε, y, v), g2 : (x, y, v) 7→ (x, y + ε, v),

g3 : (x, y, v) 7→ (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε, v),

g4 : (x, y, v) 7→ (exx, e6y, e2εt,2ε v).

Demonstração. Defina, para cada Vi do Teorema 2.3, o elemento gi dado por eεX(r, t, u).
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2.1 Soluções da equação (1) e suas equações derivadas

Recordando que os geradores de simetrias da equação (1) são dados por (4), a in-
variância com respeito a X5 nos mostra que a equação (1) é invariante sob rotações
Tε : (x, y, u) 7→ (x cos ε − y sin ε, x sin ε + y cos ε, u), o que nos permite construir uma
solução do tipo radial u = φ(r, t), onde r =

√
x2 + y2. Ou seja, se φ é uma solução da

equação
ut = u2rurr (10)

então u = φ(
√
x2 + y2, t) é uma solução de (1). Por esta razão, primeiro construiremos

soluções de (10) para, em seguida, construir soluções de (1).
Por sua vez, recordando que os geradores de simetrias de (10) são

R1 =
∂

∂t
, R2 =

∂

∂r
, R3 =

∂

∂u
, R4 = r

∂

∂r
+ 2u

∂

∂u
, R5 = 2t

∂

∂t
− u ∂

∂u
,

encontramos as seguintes soluções:

1. Considerando o gerador R4, conclúımos que

v = r2φ(t).

Substituindo em (10), obtemos a seguinte EDO

8φ(t)3 − φ′(t) = 0,

cujas soluções são

φ±(t) =
±1√
c− 16t

.

Logo, as soluções de (10) são dadas por

u(r, t) =
±r2√
c− 16t

e, por consequência, temos as seguintes soluções para (1):

u±(x, y, t) = ± x2 + y2√
c− 16t

.

2. Considere o gerador R5. Para este caso, obtemos

u = t−1/2φ(r).

Substituindo em (10) conclúımos que φ satisfaz a equação

2φ′2φ′′ + φ = 0,

cuja solução é
φ(r) = ψ−1(r + c1),
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onde ψ−1 é a inversa da função

ψ(w) =
c1
4
√

2
wF2,1

(
1

4
,
1

2
,
3

2
,
c42
2
w2

)
, (11)

onde F2,1 é a função hipergeométrica, c1 e c2 são constantes.

Dessa forma, uma solução para (1), em termos da função hipergeométrica, é

u(x, y, t) =
ψ−1(c1 +

√
x2 + y2)√
t

,

onde ψ−1(w) é dada por (11).

3. Considere agora uma combinação linear dos geradores R1 + cR2. Então conclúımos
que uma solução é da forma u = φ(z), onde z = r − ct. Substituindo esta solução
em (10), obtemos

u(r, t) = c2 −
1

3c
[c1 − 2c(r − ct)]3/2,

onde c1 e c2 são constantes arbitrárias. Dessa feita, uma solução para (1) é dada por

u(x, y, t) = c2 −
1

3c
[c1 − 2c(

√
x2 + y2 − ct)]3/2,

O que faremos aqui, neste momento, é obter soluções para (1) empregando o método de
separação de variáveis à equação. Assim, supondo que u(x, y, t) = T (t)v(x, y), já sabemos
que T (t) = ± 1√

a−2kt , enquanto v satisfaz a equação

v2xvxx + 2vxvyvxy + v2yvyy = kv(x, y) (12)

Como já dito, se v = φ(x, y) é uma solução de (12), então

u(x, y, t) = ± φ(x, y)√
a− 2kt

(13)

é uma solução de (1).
Uma vez que os geradores de simetrias de Lie são combinações lineares dos operadores

V1 =
∂

∂x
, V2 =

∂

∂y
, V3 =

∂

∂v
, V4 = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
, V5 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ 2v

∂

∂v
(14)

podemos usar os métodos anteriores para construir algumas soluções. Primeiro obte-
remos uma solução para (12). A seguir, utilizando (13), encontraremos uma solução para
(1).

1. Comecemos com o gerador V4. Neste caso, nossos invariante são z = x2 + y2 e
v = φ(z). Logo, φ é uma solução de

8zφ2z (φz + 2zφzz)− kφ = 0,
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Novamente temos uma solução envolvendo a inversa da função hipergeométrica, dada
por

φ(z) = ψ−1((2k)1/4
√
z + c1), (15)

onde ψ−1 é a inversa de

ψ(w) =
c2

21/4
wF2,1

(
1

4
,
1

2
,
3

2
,−c

4
2

2
w2

)
, (16)

e F2,1(a, b, c, z) é dada em (11). Exceto pelo fato de a constante k em (15) ser a
constante de separação utilizada no método de separação de variáveis, a solução
obtida aqui é essencialmente a mesma solução obtida anteriormente, utilizando-se
simetria radial na equação (1).

2. Considere agora o gerador V5. Seguindo os mesmos procedimentos, encontramos

v = x2φ(y/x)

onde φ é uma solução da equação

−φ
(
−2
(
5z2 + 2

)
φ′2 + 4z

(
z2 + 1

)
φ′φ′′

)
+
(
z2 + 1

)
φ′2
((
z2 + 1

)
φ′′ − 2zφ′

)
+4zφ2 (zφ′′ − 4φ′) + 8φ3 − kφ = 0.

Infelizmente, até o momento, não conhecemos nenhuma solução expĺıcita para a
EDO acima.

3 Conclusão

Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias da equação (1) e, a partir desses,
algumas soluções clássicas daquela equação, utilizando invariância rotacional e o método
de separação de variáveis.

O Teorema 2.1 e seu corolário foram, primeiramente, mostrados em [5]. Os resulta-
dos dos teoremas 2.2 e 2.3, seus corolários e respectivas soluções são originais. O caso
estacionário foi considerado em [8,9].
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