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Resumo. Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias e algumas solugoes de uma
equacgao envolvendo o operador Laplaciano infinito.
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1 Introducao
Neste trabalho encontramos solugoes da equacao
Up = uium + 2Up Uy Uy + uf/uyy, (1)

usando a teoria de simetrias de Lie [3,4,11-15]. Veja também [5,6,10].
Tal equagao pode ser reescrita como

up = Asolt,
onde Ay é um operador nao-linear, o qual é definido por
Asott = Ul Ugy + 2Uuptiy gy + ulu

e é chamado Laplaciano infinito. Este operador foi obtido em [2], quando Aronsson con-
siderou o problema de minimizar o funcional

ne(fozeir)”

em uma regido convexa D C R? onde u € C°(D) N CY(D).
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2
Como consequéncia foi obtido que a funcao u que minimiza o funcional é solucao da
equacao
2(n—2) [Vaul® 2 2
|VU| mAu + Uy Ugy + 2umuyugpy + uyuyy =0. (2)

Se Vu # 0 e fazendo n — oo na em (2), obtemos a equagao

ufcum + 22Uy Uy Ugy + uf/uyy =0. (3)

2 Resultados principais
Os principais resultados relativos as simetrias de Lie sao dados a seguir:

Teorema 2.1. As simetrias de Lie da equacao (1) admitem a sequinte base de geradores

0 0 0 0 0 0

Xi= 2 Xo=—, Xs=—, X4=—, Xs=ye —x—

1 8%7 2 8y7 3 atu 4 87 5 3/8 m@y?
0 0 0 0 0 W

Corolério 2.1. As simetrias da equacao (1) sdo, respectivamente, as sequintes:
g1 (x,y,tu) = (z+ ey, t,u), g2 (z,y,t,u) — (x,y+¢€,t,u),
93 (zyy,t,u) = (x,y,t+ €,u), ga:(x,y,t,u) — (z,y,t,u+€),
95 : (z,y,t,u) — (xcose — ysine, xsine + ycose, t,u),
g6 : (x,y,t,u) — (ez, ey, t, e*u), gr: (x,y,t,u) — (z,y,e*t, e u).

Demonstracao. Basta tomar, para cada X; do Teorema 2.1, o elemento g; dado por
eX(z,y,t,u). O

Do gerador X5 concluimos que a equagao (1) é invariante sob rotagdes, o que nos
permite considerar sua forma radial

up = Uty (5)
o que significa que, conhecendo-se uma solugao u = ¢(r,t) de (5), entao
u(x7 Y, t) - ¢( x? + y27 t)

é uma solucao de (4).
Uma questao natural é, entao, considerar as simetrias de (5). Assim, chegamos ao
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Teorema 2.2. Os geradores de simetries de (5) sao combinagies lineares dos sequintes
campos vetoriais

0 0 0 0 0 0 0
a, RQZE, R3:%, R4:T7+2’U,7 R5:2t7—U% (6)

= 9 ou’ ot

Coroldrio 2.2. As simetrias da equagao (5) sdo, respectivamente, as sequintes:
g1: (T>t7u) = (T7t+€7u)a g2 (T,t,U) — (r+e,t,u), g3 (T,t,U) = (T,t,U—FE),
ga: (r t,u) = (efr,t,u), gs: (r,t,u) = (r,e*t, e u).

Demonstragao. Novamente, basta tomar, para cada R; do Teorema 2.2, o elemento g;
dado por eX (r,t,u). O

Por outro lado, também podemos empregar o método de separacao de varidveis a
equagao (1). Dessa forma, assumindo que u(z,y,t) = T'(t)v(z,y), concluimos que v e T
satisfazem as equagoes

Uivxx + 2vxvyvxy + Uzvyy = kv(x, y) (7)

() = KT(1)",
onde k # 0 é uma constante. A solucao desta dltima equagao é

1
T(t) =% i 8)

Nosso préximo resultado versa sobre as propriedades de invariancia de tal equacao,
dado no

Teorema 2.3. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equacao (7) sao dados
pelos operadores

0 0 0 0 0 0 0
Vie — Vo= — %_—y%Jr:ca—y, W—x%+ya—y+2v%. (9)

Corolario 2.3. As simetrias da equagao (7) sdo, respectivamente, as sequintes:
g1 (@,y,0) = (+e6yv), g2 (z,y,0) = (z,y+€v),
g3 : (x,y,v) — (xcose — ysine, xsine + ycose, v),
ga s (2,y,v) — (e%z, by, e2t,%¢ v).

Demonstra¢do. Defina, para cada V; do Teorema 2.3, o elemento g; dado por eX (r, ¢, u).
O
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2.1 Solugoes da equagao (1) e suas equagoes derivadas

Recordando que os geradores de simetrias da equacao (1) sdao dados por (4), a in-
variancia com respeito a X5 nos mostra que a equacao (1) é invariante sob rotagoes
T. : (x,y,u) — (xcose — ysine,rsine + ycose,u), 0 que nos permite construir uma
solugao do tipo radial u = ¢(r,t), onde r = \/x2 4+ y2. Ou seja, se ¢ é uma solugao da
equacao

Up = u?urr (10)

entdo u = ¢(y/22 + y2,t) é uma solucao de (1). Por esta razdo, primeiro construiremos
solugoes de (10) para, em seguida, construir solugoes de (1).
Por sua vez, recordando que os geradores de simetrias de (10) s@o

0 0 0 0 0 0 0
Ry Ry o R3 ou’ Ry Tar + uau, R5 t@t ’U,au,

encontramos as seguintes solugoes:
1. Considerando o gerador R4, concluimos que
v =r2¢(t).
Substituindo em (10), obtemos a seguinte EDO
8¢(t)° — ¢'(t) =0,

cujas solucoes sao
+1

o+ = e

Logo, as solugoes de (10) sao dadas por

+72
Ve — 16t

e, por consequéncia, temos as seguintes solugoes para (1):

u(r,t) =

2 2

¢ +y
ut(x,y,t) = t—.
+(x,y,1) 16t

2. Considere o gerador R5. Para este caso, obtemos
w=t"12¢(r).

Substituindo em (10) concluimos que ¢ satisfaz a equagao
269" + ¢ =0,

cuja solugao é

$(r) =~ (r +c1),
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5
onde ¥~! ¢é a inversa da funcio
c1 113¢e ,
= ——wky,(=,=,5, 2 11
¢(’LU) é/iw 2,1 <472127 2w ) ( )

onde Fj 1 ¢é a fungao hipergeométrica, c; e ca sao constantes.
Dessa forma, uma solugao para (1), em termos da funcdo hipergeométrica, é

(@, yt) = 1/}_1(81 +\[\t/ 2 + y2)’

onde 1! (w) é dada por (11).

3. Considere agora uma combinacao linear dos geradores R; + cRe. Entao concluimos
que uma solucdo é da forma u = ¢(z), onde z = r — ct. Substituindo esta solucao
em (10), obtemos

u(r,t) =co — %[61 — 2¢(r — ct)]3/2,

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias. Dessa feita, uma solugao para (1) é dada por
1
u(z,y,t) = co — 3*[01 — 2c(\/22 4 y2 — ct)]*/?,
c

O que faremos aqui, neste momento, é obter solugoes para (1) empregando o método de
separacao de varidveis a equagao. Assim, supondo que u(zx,y,t) = T(t)v(z,y), j4 sabemos
que T'(t) = i\/ﬁ, enquanto v satisfaz a equacao

vivm + 203Uy Vgy + U;Uyy = kv(z,y) (12)
Como ja dito, se v = ¢(z,y) é uma solugao de (12), entao

¢(z,y)
va — 2kt

u(z,y,t) =+ (13)
¢ uma solucao de (1).
Uma vez que os geradores de simetrias de Lie sao combinacoes lineares dos operadores
0 0 0 0 0

0 0 0
Ee Va By’ V3 50 Vi Y= +r5—, Vs=o—+y-—+2 (14)

Vi= ox oy ox oy v

podemos usar os métodos anteriores para construir algumas solugoes. Primeiro obte-
remos uma solugao para (12). A seguir, utilizando (13), encontraremos uma solugao para

(1).

1. Comecemos com o gerador V4. Neste caso, nossos invariante sio z = z? + 3% e
v = ¢(z). Logo, ¢ é uma solugao de

8Z¢z (¢z + 2Z¢zz) - k¢ = Oa
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Novamente temos uma solugao envolvendo a inversa da funcao hipergeométrica, dada

por
3(z) = v ((2k)VVz + ), (15)
onde ¢! é a inversa de
(w) = 2 wF. 113 ¢ 4 (16)
¢w _21/4w 2.1 4,2,2,—2111 )

e Fyi(a,b,c,z) é dada em (11). Exceto pelo fato de a constante k em (15) ser a
constante de separacao utilizada no método de separacao de varidveis, a solugao
obtida aqui é essencialmente a mesma solugao obtida anteriormente, utilizando-se
simetria radial na equacao (1).

2. Considere agora o gerador V5. Seguindo os mesmos procedimentos, encontramos
v =2"¢(y/x)
onde ¢ é uma solucao da equacao
—¢ (2522 +2) ¢? + 42 (22 +1) ¢'¢") + (22 + 1) ¢ ((22 + 1) ¢" — 22¢)

+42¢? (29" — 4¢') + 8¢% — k¢ = 0.

Infelizmente, até o momento, nao conhecemos nenhuma solugao explicita para a
EDO acima.

3 Conclusao

Neste trabalho encontramos os grupos de simetrias da equagao (1) e, a partir desses,
algumas solucoes classicas daquela equagao, utilizando invariancia rotacional e o método
de separacao de variaveis.

O Teorema 2.1 e seu coroldrio foram, primeiramente, mostrados em [5]. Os resulta-
dos dos teoremas 2.2 e 2.3, seus coroldrios e respectivas solugoes sao originais. O caso
estaciondrio foi considerado em [8,9].
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