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Resumo. Recentemente, foi mostrado em [5] que associado ao par de sequéncias reais
Hen sy, {dn}S2}, com {d,,}52 ; uma sequéncia encadeada positiva, existe uma tnica me-
dida de probabilidade nao trivial g no circulo unitario. Mostrou-se também que os coeficien-
tes de Verblunsky {a,}52, associados aos polindmios ortogonais com respeito a p, podem
ser relacionados diretamente com tais sequéncias. Neste trabalho, consideramos esta relagao
e suas consequéncias quando impomos uma restri¢ao de sinal sobre a sequéncia {c,}52 ;.
Precisamente, quando a sequéncia {c,}22; tem uma propriedade de sinal alternante, usa-
mos informacoes sobre os zeros de certos polindmios para-ortogonais para estimar o suporte
da medida associada.
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1 Introducao

Polinémios ortogonais no circulo unitédrio (OPUC) tem sido comumente conhecido
como polinémios de Szegé em homenagem a Gabor Szegb que os apresentou na primeira
metade do século 20. Por causa de suas aplicagoes em regras de quadratura, processamento
de sinais, teoria espectral e muitos outros topicos, estes polindmios tém recebido muita
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atencao nos tltimos anos (veja, por exemplo, [2,6,8,11]). Para textos mais recentes sobre
tais polinomios nos referimos aos dois volumes de Simon [9,10].

Dada uma medida de probabilidade nao trivial u(z) = u(e*) no circulo unitério C =
{z=¢":0< 0 <27}, a sequéncia associada de OPUC {S,,} pode ser definida por

. 27T .. . .
/Ean(z)du(z) = / e 95, (eYdu(e?) =0, 0<j<n—1, n>1.
C 0

Fazendo r,? = ||Su|* = [, |Sn(2)[*dp(2), os polindmios ortonormais no circulo unitério
880 S$p(z) = knSn(z), n > 0.
Os OPUC moénicos satisfazem as relagoes de recorréncia

Sn(2) = 28n-1(2) —@n-15;_1(2), o )
Su(2) = (1= |an-12)280-1(2) — @1 85(2),

onde a1 = —8,(0) e Si(z) = 2"S,(1/Z) denota o polinémio revertido (reciproco) de
Sn(z). Os numeros a,,, nos ultimos anos, tém sido referidos como coeficientes Verblunsky.
Sabe-se que esses coeficientes sao tais que |ay,| < 1, n > 0. Além disso, os OPUC e a
medida associada sao completamente determinados a partir desses coeficientes (veja por
exemplo [9], Theorem 1.7.11).

Foi mostrado em [5] que, dada qualquer medida de probabilidade néo trivial no circulo
unitario, entao correspondente a esta medida, existe um par de sequéncias reais {c, }52 ; e
{dn}52 1, onde {d, }>2; é uma sequéncia encadeada positiva. No Teorema 2.1 fornecemos
informacoes completas sobre esta afirmacao e sua reciproca. Para ser mais preciso, as
sequéncias {c, }22 e {d,}72; s@o os coeficientes da férmula de recorréncia de trés termos

Rot1(2) = [(1 4+ icnt1)z + (1 —icny1)|Rn(2) — 4dpt12Rn—1(2), n>1, (2)
com Ro(z) =1e Ri(z) = (1 +ic1)z+ (1 —icy), onde

[t [1=m1051]  28u(2) = mSi(2)
H?:1 [1 - R@(Tj_laj_l)] z—1 )

com 7, = S,(1)/Sk(1), n > 0.

Dado o par de sequéncias reais {c,}52; e {d,}72,, é possivel recuperar a medida
de probabilidade associada a este par, considerando certas funcoes racionais que seguem
da férmula de recorréncia (2). Em [3], usando argumentos padrdo envolvendo fracoes
continuas, expansoes em séries no infinito e na origem e o teorema da Sele¢do de Helly,
a medida associada p é dada como um limite de uma subsequéncia de medidas discretas
Y (€?) cujos pontos puros (aqueles que sao diferentes de z = 1) sdo exatamente os zeros de
R, (2). Os resultados apresentados em [3] nos permite dar informagoes sobre o suporte da
medida ;o estudando os zeros z, ; = eni j=1,2...,n,de R,(z), ou, equivalentemente,
estudando os zeros das fungoes Wy, (z), dadas por

R, (z2) =

Wa(z) = 27" ™R, (%), n>0, (3)
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onde z = cos(0/2). A sequéncia de funcoes {W,,}7° , satisfaz a férmula de recorréncia de
trés termos (veja [1,7])

Wht1(z) = (a: —Cp1V1— ;E2> Wo(x) — dpy1 Wp—1(x), n>1, (4)

com Wy(z) =1e Wi(z) =2 — 1 V1 — 22,
Em [7], prova-se que, para qualquer n > 1, W,, tem exatamente n zeros distintos Tpj =
cos(0n;/2),j =1,2...,n,em (—1,1), os quais satisfazem a propriedade de entrelacamento

1 < ZTppintl < Tpp < Tpgin < - < Tpi < Tpy11 <1, n>1, (5)

isto é, entre dois zeros consecutivos de W, 1 existe um zero de W,,.

O objetivo deste trabalho é estudar sequéncias de coeficientes de Verblunsky onde a
sequéncia relacionada {c,}°2; tem uma restricdo de sinal. Mostramos que, sobre certas
condigoes, é possivel estimar o suporte da medida associada.

2 Resultados Preliminares

Nesta segao, apresentamos alguns resultados sobre medidas de probabilidade nao tri-
viais e sequéncias encadeadas (para mais detalhes sobre sequéncias encadeadas veja, por
exemplo, [4]). Iniciamos com um teorema estabelecido em [5] que fornece uma caracte-
rizagao para medidas de probabilidade nao triviais em termos de duas sequéncias reais.

Teorema 2.1. (a) Dada uma medida de probabilidade ndo trivial p sobre o circulo unitdrio,
entdo associado com esta, existe um unico par de sequéncias reais {{cp}o2 1, {dn}% 1},
onde {d,}>2, € também uma sequéncia encadeada positiva. Especificamente, se {on}22,
€ a sequéncia associada de coeficientes de Verblunsky e se a sequéncia T, € tal que

1- Tp—10n—1

=1 e =7, n>1,

—1 5
1— 71 10p—1
entao mgy = 0,

o = —Im(Th—100—1) e m :1 ‘1_7'71710‘7171‘2 n>1
"1 — Re(Th_10m_1) " 2[1 = Re(th—1an-1)] 7

onde {mn}>2 € a sequéncia minimal de parametros de {dy}>2 . Além disso, a sequéncia
mazimal de parametros {Mpy}>2 o, de {d,}>2 1€ tal que My € o valor do salto na medida
em z = 1.

(b) Reciprocamente, dado um par de sequéncias reais {{cn}o>1, {dn}>21}, onde {d,}72,
€ também uma sequéncia encadeada positiva, entdo, associado com este par, existe uma
unica medida de probabilidade nao trivial p suportada no circulo unitdrio. Especificamente,
se {mp}>2 € a sequéncia minimal de pardametros de {d,}5° ,, entdo 19 = 1,

1—2m, —c, 1—1c,

Tn—10n—1 = € Tn

= > 1. 6
1—icy 1tic, m " "= (©)

Além disso, a medida tem um salto My em z = 1, onde {My,}>2 € a sequéncia mazimal
de parametros de {d}>° .
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Agora, apresentamos um teorema que fornece uma relagao entre os zeros dos polinomios
R, (z) e a medida associada com o par de sequéncias reais {{c,}72 1, {dn}>2;}. O mesmo
¢ uma consequéncia imediata de resultados obtidos em [3].

Teorema 2.2. Seja {{c,}2%,{dn}?2 1} um par de sequéncias reais, com {dn}>2, uma
sequéncia encadeada positiva. Além disso, seja Ry(z) a sequéncia de polinémios dada por
(2) e u a medida associada com este par de sequéncias. Mais ainda, suponha que os zeros
de Ry, (z) estejam sobre um arco fechado B do circulo unitdrio, para todo n > 1. Entao, o
suporte da medida {1 se encontra dentro de BU {1}.

3 Estimativas para o Suporte de Medidas Associadas com
Sequéncias {¢,} de Sinal Alternante

Primeiro, estabelecemos dois lemas utilizados para obter os resultados subsequentes.

Lema 3.1. Seja W, (x) satisfazendo (4) e Ry(z) satisfazendo (2). Entdo, as sequintes
afirmacdes sao equivalentes:

(i) ¢ =(—1)"c,n>1eceR;
(ii) Ron(2) € real e Ropi1(2) = [(1 —ic)z 4 (1 +ic)] Ron(z) com Ron(z) real para n > 0;

(11i) Wapn(x) € um polinémio par de grau 2n e Wa,y1(x) = (x +cvl— xz) Wgn(x) com

Wo(:v) =1le W2n(£ﬂ) um polinomio par de grau 2n, para n > 0.

Demonstragdo. (i)=(ii) Como Rp(z) = 1 e Ri(z) = [(1 —ic)z+ (1 +ic)] Ro(z), com
Ry(z) =1, o resultado ocorre se n = 0.

Além disso, aplicando-se a relagao de recorréncia de trés termos (2) para Ra(z) vemos
facilmente que Ra(z) é um polindémio real. Usando novamente a relagdo de recorréncia
para Rs(z) e a hipétese (i), obtemos Rs(z) = [(1 —ic)z + (1 +ic)] Ra(2), com Ry(z) =
Ry (2z)—4dsz um polindémio real. Assim, o resultado também ocorre se n = 1. Continuando-
se da mesma maneira, o resultado segue facilmente por inducao matematica.

(ii)=(iii) Por (ii), Ran(z) é real para todo n > 0, dai seu coeficiente lider ra, 2, =
H?Zl(l + ic;) também é real. Logo, (1 4 ican+1)(1 + icant2) € R, e consequentemente,

Con+2 = —C2n+1, n = 0, 1, 2, cee (7)

Para n = 0, fazendo ¢; = —c temos Wi(x) = (x 4+ cv'1 — 2 )Wo(:l?), com Wo(m) = 1.
Assim, o resultado ocorre para n = 0. Além disso, por (7), c2 = c.

Para n = 1, usando-se a relagao de recorréncia de trés termos (4) para Wa(z) vemos
que Wa(z) é um polinémio par de grau 2. Novamente, pela relacao de recorréncia de trés
termos (4) para W3(z), temos Wi(z) = (v — c3v' 1 — 22 )Wa(z) — dsWi(x). Por outro lado,

> _ l+4ic 4 = oo c 4
como z = —7+ é um zero de R3(2), pela relagao (3) vemos que & = — 7o ¢ um zero de

W3(x). Note que Z é também um zero de W1 (z). Dai, (T—c3v1 — 22 )Wa(Z) = 0. Mas, pela
propriedade de entrelacamento dos zeros, Wa(Z) # 0 e portanto T —c3v/1 — 2 = 0. Assim,
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vemos que ¢3 = —c e, consequentemente, Wa(z) = (z + cv/1 — 22 )Wy (x), onde Wa(z) =
Wa(x) — dg é um polinémio par de grau 2. Logo o resultado ocorre para n = 1. Usando
argumentos analogos, podemos obter o resultado desejado usando inducao matematica.
(iii)=(i) Usando a hipétese (iii) e a defini¢do de Wi(x) é facil ver que ¢; = —ec.
Além disso, como Wh(z) é par, usando (4) vemos que a funcao (z — coV1 — 22 )Wy (x)
também é par. Dai, ¢ = cy. Agora, de Wa(z) = (z + cv/1 — 22 )Wa(z) e pela relagio
de recorréncia para Ws(x) observamos que as fungoes f(z) = (x — c3vV1 — 22 )Wa(z) e
h(z) = —ds(x + ¢v/1 — 22 ) devem ter um fator comum. Mas, sendo Wa(z) um polinémio
de grau 2 isto s6 pode ocorrer se ¢cg = —c. Continuando com o mesmo procedimento,
podemos obter o resultado desejado. O

Considere agora os polinémios R, (z) satisfazendo
Rp1(2) = [(1 +iéni1)z + (1 — iéni1)|Ru(2) — 4dpy12Rn_1(2), n>1, (8)

com Ry(z) =1, Ri(2) = (1 4+ ié1)z + (1 —ié1) € & = —cp.

Lema 3.2. Seja R, (z) satisfazendo (2) e R, (z) satisfazendo (8). Entdo, Ry(z) = Ry (%),
para todo n > 0.

Demonstragdo. A prova pode ser dada por indu¢do matematica. Claramente, o resultado
ocorre parar n = 0 e n = 1. Suponha que o resultado é valido paran = 0,1,..., k. Entao,
das relagoes de recorréncia (2) e (8), temos

Repa(2) = [(1—icks1)Z + (14 icgi1)] Bi(2) — ddpy1 ZRe 1 (2)

= [(1 — Z'C]H_l)g + (1 + ick+1)]Rk(z) - 4dk+12Rk_1(z).
Portanto, o resultado segue tomando o conjugado complexo na relagao acima. O

Observacao 3.1. O Lema 3.2 fornece uma relagdo entre os zeros dos polindmios Ry (z)
e os zeros de Ry (z2), isto €, se zp; € um zero de R, (z) entao Z,; € um zero de R, (2).

Agora, consideramos o problema de fornecer estimativas para o suporte de medidas
cujas sequéncias associadas {c,}72; sao de sinal alternante, isto é, ¢, = (—1)"¢,, com

{¢,} sendo qualquer sequéncia de niimeros reais positiva (ou negativa).
2

SejaCy = {z:ew : 0 < @ < arccos (g)}e Co = {z:ei19 : 27rfarccos<02_1> <f< 27r}

c2+1
Iniciamos com o caso ¢, = (—1)"¢, onde ¢ € R*.

Teorema 3.1. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitdrio associada com o
par de sequéncias reais {{c,}5°1,{dn}32 1} onde ¢, = (=1)"¢c, c € R* e {d,}’2, € uma
sequéncia encadeada positiva. Entdo, o suporte de p se encontra dentro de C; U Cs.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ > 0. Pelo Teorema 2.2,

basta provar que todos os zeros de R, (z), dado por (2), estejam sobre C; U Cy. Para isto,

usaremos as fungoes W, (z), dadas por (4), que estao associados aos polindémios R, (z).
Pelo Lema 3.1 temos Wo,11(x) = (x +cvl1— 332) Won(z) com Woy,(x) um polindémio

par de grau 2n. Além disso, Wa,(x) é também um polinémio par de grau 2n. Isto significa
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que \/;L% é sempre um zero de Wa,1(x) e os outros 2n zeros destas fungoes tem uma

simetria em relacao a origem. Da mesma forma, todos os zeros de Wa,(x) sao simétricos
com relacao a origem. Portanto, desta simetria dos zeros e tendo em conta a propriedade de
entrelagamento dos zeros de W,,(z) podemos concluir que todos os seus zeros pertencem

ao conjunto (—1, \/;:62] U [\/1‘;02,1> . Se denotarmos os zeros de W, (z) por z,; e os

~ ~ . On.j
zeros de R, (z) por zy;, entdo estes zeros sdo relacionados por z, ; = cos (%), onde
Znj = efni j =1,2,...,n. Isto mostra que todos os zeros de R, (z) estao dentro de
C1 UCs. OJ

Observagao 3.2. Observe que o Teorema 3.1 fornece uma estimativa para o suporte da
medida no caso de ¢, = (—1)"¢,, com é, sendo uma sequéncia constante. Usamos esta
estimativa inicial para obter um resultado mais geral, dado a sequir.

Teorema 3.2. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitdrio associada com o par
de sequéncias reais {{cn}o21,{dn}s2 1}, onde ¢, = (—1)"¢p, ¢ > ¢ >0, c € R e {dp}22,
€ uma sequéncia encadeada positiva. Entdo, o suporte de p se encontra dentro de C1 UCs.

Demonstracao. Inicialmente, note que para todo € com 0 < € < ¢, temos ¢, > ¢ > ¢. > 0,

onde cc =c—e. Dal, se zg = == e 11 = = ode-se mostrar que, para todo n > 1
€ ) 0 \/@ 1 \/@p que, p - 4

sign (mo —Epr/1— x%) = sign (ml — /1 — x%) =-1 9)

sign (azo—i—énq/l—x%) = sign <x1+6m/1—x%) =1. (10)

—C
1+15§
resultado ocorre para n = 1. Além disso, de (10), sign(Wi(z;)) =1, 5 € {0,1}.

Assim, a partir da relagdo de recorréncia de trés termos (4) para Wa(xz) e de (9)
concluimos que sign(Ws(z;)) = —1, j € {0,1}. Suponha, por absurdo, que existe pelo
menos um zero de Wa(z) dentro do intervalo (zg, z1), entao, como Wa(zg) < 0 e Wa(z1) <
0 concluimos que Ws(z) tem dois zeros em (zg,x1). Mas isso ndo pode ocorrer, pois o
unico zero de Wi(z) esta fora de (xp,z1) e este zero se entrelaga com os dois zeros de
Ws(z). Logo, o resultado também ocorre para n = 2.

Novamente, da relacao de recorréncia para Wi(z), sign(Wa(z;)) = —1, sign(Wi(x;)) =
1,5 € {0,1}, e por (10) temos que sign(Ws(z;)) = —1, j € {0,1}. Portanto, usando a
propriedade de entrelagamento para os zeros de W3(z) e Wa(x), e o fato que nao existe
nenhum zero de Wa(z) em (x¢, x1), podemos concluir que W3(x) nao se anula em (xg, 7).

Continuando este procedimento, por indugao, pode-se mostrar que

Agora, notando que

é o tnico zero de Wi(x) em (—1,1) e que ¢ > ¢, entdo o

sign(W, () = (-2 je{0,1}, n=0,1,2,...

e, pelos mesmos argumentos usados antes, W, (z) ndo se anula em (zg,z1). Finalmente,

. —c c
fazendo ¢ — 0, vemos que Wy, (z) tem todos os seus zeros em ( 1, \/1+C2] U [\/1%2,1).

Isto completa a prova, como no teorema anterior.
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Corolario 3.1. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitdrio associada com o par
de sequéncias reais {{cn}o21,{dn}o2 1}, onde ¢, = (—1)"¢p, &, < c < 0,ce R e {dp}22,
€ uma sequéncia encadeada positiva. Entao, o suporte de p se encontra dentro de C1 UCa.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 3.2 e do Lemma 3.2. O
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