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Resumo. A teoria de n-larguras foi introduzida por Kolmogorov na década de 1930. Desde
então, muitos trabalhos têm visado obter estimativas assintóticas para n-larguras de di-
ferentes classes de conjuntos. Neste trabalho, investigamos n-larguras de Kolmogorov de
operadores multiplicadores associados a conjuntos de funções finitamente e infinitamente
diferenciáveis sobre o toro. Em particular, demonstramos que as estimativas obtidas são
assonticamente exatas em termos de ordem em diversas situações.
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1 Introdução

Seja A um subconjunto compacto e centralmente simétrico de um espaço de Banach
X. Definimos a n-largura de Kolmogorov de A em X por

dn(A,X) = inf
Xn

sup
x∈A

inf
y∈Xn

‖x− y‖X ,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todos os espaços n-dimensionais Xn de X, tal valor nos diz
o quão bem podemos aproximar o conjunto A por subespaços finito dimensionais de X.
Se Y é um outro espaço de Banach e T : X −→ Y um operador limitado, definimos a n-
largura de Kolmogorov de T por dn(T ) = dn(T (BX), Y ), onde BX denota a bola unitária
fechada do espaço X.

Seja Λ = {λk}k∈Zd , λk ∈ R, e sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞. Se para todo ϕ ∈ Lp(Td) existe
uma função f = Λϕ ∈ Lq(Td) com expansão formal em série de Fourier dada por

f ∼
∑

k ∈ Zd

λk f̂(k)eik·x,

tal que ‖Λ‖p,q = sup{‖Λϕ‖q : ϕ ∈ Up} < ∞, dizemos que Λ é um operador multiplicador
limitado de Lp em Lq, com norma ‖Λ‖p,q, onde Up denota a bola unitária fechada do espaço
Lp(Td). Consideraremos operadores multiplicadores Λ = {λk}k∈Zd , onde λk = λ(|k|) para
uma função real λ definida sobre [0,∞) e | · | denota a norma euclidiana.
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2 Resultados

Se Λ(1) = {λk}k∈Zd , onde a função λ : [0,∞)→ R é definida por λ(t) = t−γ(ln t)−ξ, t >
1 e λ(t) = 0 para 0 ≤ t ≤ 1, γ, ξ ∈ R, γ > d/2, ξ ≥ 0, temos que Λ(1)Up são conjuntos
de funções finitamente diferenciáveis sobre Td, em particular, se ξ = 0 então Λ(1)Up são
classes de Sobolev.

Se Λ(2) = {λk}k∈Zd , onde a função λ : [0,∞)→ R é definida por λ(t) = e−γt
r
, γ, r > 0,

temos que Λ(2)Up são conjuntos de funções infinitamente diferenciáveis (anaĺıticas para
r = 1).

Para os resultados seguintes, usaremos as notações

ϑn =


1, 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2,
1, 2 ≤ p <∞, 2 ≤ q ≤ ∞,
1, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞,

(lnn)−1/2, 1 ≤ p ≤ 2, q = 1,

(lnn)−1/2, p =∞, 2 ≤ q ≤ ∞.

, (a)+ =

{
a, a > 0,
0, a ≤ 0,

an � bn e an � bn, se existirem constantes positivas C1 e C2 tais que an ≥ C1bn
e an ≤ C2bn, respectivamente, para todo n ∈ N. Se tivermos an � bn e an � bn,
escreveremos an � bn.

Teorema 2.1. Seja Λ(1) o operador multiplicador definido acima. Então para 1 ≤ p ≤ ∞,
2 ≤ q ≤ ∞ e para todo n ∈ N, temos

dn(Λ(1)Up;L
q)� n−γ/d+(1/p−1/2)+(lnn)−ξ

{
q1/2, q <∞,
(lnn)1/2, q =∞,

e para 1 ≤ p, q ≤ ∞, temos

dn(Λ(1)Up, L
q) � n−γ/d(lnn)−ξϑn.

Teorema 2.2. Seja Λ(2) o operador multiplicador definido acima e R = γ
(
dΓ(d/2)/2πd/2

)r/d
.

Então para todo n ∈ N e 0 < r ≤ 1

dn(Λ(2)Up, L
q) � e−Rn

r/d
ϑn, 1 ≤ p, q ≤ ∞,

dn(Λ(2)Up, L
q) � e−Rn

r/d
n(1−r/d)(1/p−1/2)+

{
1, 2 ≤ q <∞,
(lnn)1/2, q =∞, 1 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞.

Corolário 2.1. Para 2 ≤ p, q <∞ e 0 < r ≤ 1, temos que

dn(Λ(1)Up, L
q) � n−γ/d(lnn)−ξ e dn(Λ(2)Up, L

q) � e−Rn
r/d
.
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