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Abstract— This paper explores a study of coalitions for decision making in division of joint costs. For this, it uses a methodol-
ogy called Shapley Value (found in the literature as an application of game theory) to find a decision of cost sharing (either ap-
portionment of profits). In this paper a numerical example is illustrated and its solution obtained from the modeling using the

Microsoft Excel and solver optimization tool.
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Resumo— Este trabalho explora um estudo de coalizdes para a tomada de decisdo na divisdo de custos conjunta. Para isto, é
utilizada a metodologia denominada Valor de Shapley (encontrada na literatura como uma aplicacéo da Teoria dos Jogos) para
encontrar uma deciséo de divisdo dos custos (podendo ser rateio de lucros). Neste texto esta ilustrado um exemplo numérico e
sua solucéo obtida a partir da modelagem empregando a planilha eletrdnica Microsoft Excel e a ferramenta de otimizag&o solver.
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1 Introdugdo

Neste trabalho iniciaremos o estudo de alocagdo de
custos conjunta discutindo a seguinte situacéo ficti-
cia: um casal pretende sair para um jantar a dois. Eles
decidem que irdo a uma praca de alimentacdo em um
Shopping. Os dois optam por se deliciar comendo
pizzas. O rapaz pretende comer sete pedacos de piz-
zas e a moca pretende comer trés pedagos de pizzas.
Eles podem individualmente comprar seus pedacos
de pizzas, ou simplesmente comprar uma Unica pizza
com dez pedagos e entdo realizar a particéo.
Definiremos a partir de agora que comprar em con-
junto representa uma coalizdo. Desta maneira tere-
mos 0s custos para a compra individual e os custos
para a compra em conjunto (coalizao). Por hipotese o
casal acaba percebendo, realizando contas elementa-
res, que a compra conjunta vai reduzir os seus custos
totais, e realizam a compra conjunta de uma Unica
pizza. Ao chegarem ao caixa eles se deparam com a
seguinte situagdo: como irdo dividir os custos na
compra desta pizza? A seguir ilustramos algumas
possibilidades de pensamento.

1. Pagamento de meio-a-meio (metade da con-
ta para ele e metade da conta para ela). As
mulheres modernas ndo aceitam a submisséo
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financeira dos homens e querem ratear a
conta.

2. Pagamento proporcional ao consumo. Ou
seja, ele pagaria 70% da conta e ela 30%, ja
que ele vai comer sete pedacos e ela trés pe-
dacos de pizzas.

Caso eles tomem a decisdo do meio-a-meio, a

principio o rapaz deve ficar mais satisfeito, pois ele
ird comer muito mais pizzas e pagar a mesma parce-
la. J& a moga ndo deve apreciar muito a decisdo, pois
pagara metade da conta comendo muito menos. Caso
o casal escolha o pagamento proporcional, ambos
devem ficar satisfeitos (em teoria), pois irdo pagar a
proporc¢do do que estdo comendo. Essas situacdes na
tomada de decisdo podem ser chamadas de imputa-
cOes, e serdo discutidas com mais profundidade mais
adiante.
Ao ir embora o rapaz comeca a fazer uma nova refle-
xao. Acabei pagando por sete pedagos, contudo, mi-
nha colega comeu os trés pedagos mais caros da piz-
za, e eu os sete pedagos mais baratos. Ou seja, mes-
mo realizando um rateio proporcional, o rapaz néo
saiu satisfeito com a imputacdo. E oportuno frisar
que mediante qualquer tomada de decisdo (mesmo
parecendo justa), ainda assim alguém pode ndo sair
totalmente satisfeito com a divisdo. Este é um exem-
plo de situacdo ficticia para uma distribuicdo de cus-
tos conjunta.
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Podemos estender o problema de alocacdo de custos
para o problema da distribuicdo de lucros conjunto.
Vamos ilustrar um problema ludico ilustrado no livro
“O Homem que Calculava” de Julio Cesar de Mello ¢
Souza, mais conhecido como Malba Tahan (pseudé-
nimo) de 2001. E o problema dos 35 camelos. O
livro conta a historia de Bereniz, um jovem que des-
de cedo gostava de fazer contas. O jovem inicia con-
tando pequenas quantidades e em pouco tempo ja
esta contando o nimero de laranjas de um pé de la-
ranjeira, 0 nimero de abelhas de um enxame, o nu-
mero de ovelhas em um rebanho, entre outros.

O jovem Bereniz em uma de suas viagens encontra
trés irmos discutindo sobre uma divisdo de camelos
que acabaram de herdar de seu pai falecido. A vonta-
de do pai era que o filho mais velho ficasse com a
metade de sua cafila (conjunto de camelos), o filho
do meio ficasse com um terco e o filho mais jovem
ficasse com um nono. Os irmdos discutiam, pois o
filho mais velho deveria receber metade de 35 came-
los, ou seja, 17,5 camelos, o filho do meio deveria
receber um ter¢o de 35 camelos, ou seja, aproxima-
damente 11,66 camelos e o filho mais jovem um no-
no dos 35 camelos, ou seja, aproximadamente 3,88
camelos.

Acontece que nenhum dos irmdos aceitava receber
uma quantidade inferior ao que havia sido estipulada
na heranga. Bereniz entdo se ofereceu para resolver o
problema. Ele propds dar o seu camelo aos trés ir-
maos e entdo realizar a divisdo, que ficou da seguinte
forma: o irmdo mais velho receberia metade de 35 +
1 camelos, ou seja, 36/2 igual a 18 camelos, o irméo
do meio receberia um terco de 36 camelos, ou seja,
12 camelos e o irmdo mais jovem receberia um nono
de 36, ou seja, 4 camelos. Neste rateio todos os ir-
maos ficaram felizes com a divisdo, pois receberam
acima do esperado.

Somando o resultado das divisdes: 18 camelos (irméo
mais velho), com 12 camelos (irmdo do meio), com 4
camelos (irmdo mais jovem) obtém-se 34 camelos.
Sobraram dois camelos que foram dados a Bereniz.
Este € um exemplo ladico de um rateio para um con-
junto de trés pessoas. Neste cenario é possivel enten-
der que o objetivo principal em problemas de aloca-
cdo de custos € encontrarmos uma metodologia que
deixe todos os jogadores mais satisfeitos quanto pos-
sivel.

2 Revisdo de Literatura

Este panorama (busca na reducdo de custos conjun-
ta), aliado ao aumento crescente no nimero de priva-
tizagcbes em empresas tanto nacionais como interna-
cionais, fez crescer a necessidade de se criarem mo-
delos de distribuicdo de bens e servigos com qualida-
de e com custos minimizados. Sdo fundamentais os
modelos de distribuicdo de custos estruturados com
alguma garantia ao consumidor, de que estdo pagan-
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do pelo melhor servigo e com custos reduzidos (Mo-
reira, Luna e Guedes, 2002).

Os problemas de alocacdo de custos vém sendo for-
temente discutidos em cursos de contabilidade (Beu-
ren, 1993, Souza, Lisboa e Rocha, 2003, Harks e
Miller, 2011). Os pesquisadores tém fomentado va-
rios métodos (ou critérios de alocacdo) e empregado
com sucesso em problemas reais. Novas metodologi-
as ganharam forca a partir do surgimento da teoria
dos jogos cooperativos.

Littlechild e Thompson (1977) apud Figueiredo
(1994) ilustram uma aplicacdo pratica para a teoria
dos jogos no rateio de custos no aeroporto de Bir-
mingham (Inglaterra). A distribui¢do de custos tanto
na construcdo, como na utilizacdo das pistas de deco-
lagem ocorre de maneira conjunta, e dessa forma,
eles utilizaram a metodologia do nucléolo para en-
contrar o vetor de solucdo para aeronaves de diferen-
tes tamanhos. Analisando as taxas pagas em 1968 e
1969 eles concluiram que as menores aeronaves sub-
sidiavam as maiores aeronaves.

Moreira (2002) realizou um estudo da solucéo para o
problema de alocacdo de custos (distribuicdo dos
custos de aluguel das linhas de internet utilizadas
pelos érgdos da prefeitura de Belo Horizonte) em
uma empresa de informética e informacdo do muni-
cipio de Belo Horizonte, comparando a Teoria dos
Jogos Cooperativos e uma heuristica proposta (base-
ada na porcentagem de utilizacdo da rede) pelos con-
sumidores/drgdos da prefeitura). Seus resultados in-
dicam que a heuristica é apropriada ao solucionar o
problema, contudo que ndo pode ser estendida para
qualquer problema de alocacédo de custos.

Bezerra (2009) faz uma andlise e caracterizagdo de
modelos de custos que utilizam o valor de Shapley
para a alocagdo de custos entre departamentos. Este
trabalho descreve as caracteristicas de um modelo de
alocacdo de custos baseado nos conceitos da teoria
dos jogos cooperativos, e demostra que este modelo
de distribuigdo de ganhos produz resultados que, para
o0 tomador de decisdo racional gera o melhor resulta-
do de distribuicdo de custos.

Leite e Vieira (2010) realizou um estudo de caso em
um trecho da bacia do rio Paraiba do Sul, utilizando
como critérios para a alocacdo de custos por utiliza-
cao de recursos hidricos, o volume de agua captada e
consumida. Eles utilizaram como modelo de simula-
cdo o valor de Shapley (pertencente a teoria dos jo-
gos cooperativos) e concluiram que os resultados
obtidos mostraram-se altamente dependentes dos
critérios de alocacdo dos custos adotados.

3 Metodologia

A seguir serdo definidos brevemente os conceitos de
Nucleo, Nucléolo e Valor de Shapley, sendo o valor
de Shapley o método escolhido para o processo de
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modelagem matematica e modelagem em Excel para
este trabalho.

Imputacéo ou alocagdo é uma redistribuicdo exausti-
va do valor de uma grande coaliz8o que atribui ou
distribui para cada jogador no minimo a quantidade
que ele garantiria para si, se ndo entrasse para a
grande coaliz80. Nesse processo de barganha natu-
ralmente uma imputacdo pode ndo satisfazer algum
participante da coalizo.

Para Lamaire (1984), Yu, Benjaafar e Gerchak
(2009), o Nucleo pode ser considerado o conjunto de
todas as imputagBes ndo dominadas via qualquer coa-
liz&o, ou conjunto daquelas para as quais ndo existem
objecdes. Sua construcdo se da eliminando do con-
junto aquelas imputacdes que existem objec¢des.

Segundo Reinhardt (2004), o Nucléolo constitui um
critério que seleciona imputac6es de forma a minimi-
zar a maxima queixa ou reclamagdo que qualquer
coalizdo possa ter contra elas. Sua edificacio esta
baseada na aplicagdo o Teorema Minimax de John
Von Neumann.

David, Massol e Moisan (2005), abordam que o Va-
lor de Shapley estabelece um critério que atribui a
cada participante do jogo a sua contribuicdo marginal
esperada. Assim o valor de Shapley pode ser conside-
rado uma média de contribui¢do marginal do jogador
i para a coalizdo S, considerando que os jogadores
formem essa coalizdo em uma sequéncia aleatéria. A
Probabilidade de um jogador em particular participar
em diversos momentos distintos, de coalizbes com S
participantes € definida pela equacéo 1 a seguir.

(IS[-1)n-|S]t/n! @

Onde n representa o tamanho da amostra (numero de
elementos da coalizd0). A contribuicdo marginal do
jogador i em qualquer momento é definida pela
equacdo 2.

CM; =[v(S) - v(S-{i})] &)

Onde v(S) é o custo total da coalizdo S e v(S-{i}) é a
diferenca entre o custo total da coalizdo S e o custo
da coalizdo com excecdo do jogador i. Desta forma o
valor de Shapley (Média de contribui¢cdo marginal do
jogador i para a coalizdo S, em sequéncia aleatoria),
pode ser obtido utilizando a equacdo 3 abaixo.

IR e S VORVER ) -
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A sequir esta ilustrado um exemplo de problema de
alocacdo de custos e sua resolucdo via Valor de Sha-
pley. Uma empresa avalia se vale ou ndo a pena a
centralizacdo de servicos de TI. As seguintes situa-
¢Oes sdo possiveis:
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1. O Depto. A mantém a sua estrutura de TI

por R$ 5.000;

2. O Depto. B mantém a sua estrutura de TI
por R$ 3.000;

3. O Depto. C mantém a sua estrutura de TI
por R$ 5.000;

4. Se A e B mantém uma estrutura comum: R$
6.000;

5. Se A e C mantém uma estrutura comum: R$
10.000;

6. Se B e C mantém uma estrutura comum: R$
7.000;

7. Se A, B e C mantém uma estrutura comum;
R$ 10.500.

Encontre o valor de Shapley.

Neste problema o departamento A teria um custo de
R$ 5.000,00, o departamento B um custo de R$
3.000,00 e o departamento C um custo de R$
5.000,00 respectivamente se mantivessem suas estru-
turas de TI, contudo, se eles formassem uma coalizo
seus custos individuais cairiam para 4.166,67,
1.666,67 e 4.666,67 adotando a metodologia valor de
Shapley. Desta forma, todos os trés departamentos
possuem estimulos (redugdo no custo) para montar
uma coalizdo.

4 Modelagem em Excel

O modelo anterior pode ser resolvido utilizando al-
gum software de programacdo linear, contudo neste
momento, utilizaremos a ferramenta eletrénica Mi-
crosoft Excel para auxiliar no processo de modela-
gem e resolucdo (objetivo do trabalho). A figura 5
abaixo ilustra os dados inseridos na planilha eletroni-
ca Microsoft Excel.

Identificar cada figura e tabela por um nimero
sequencial.

Lembre sempre de colocar as unidades nos €ixos
dos gréficos e nas tabelas.

Figura 1. Interface de dados inseridos no Excel

As células C8, C12 e C16 receberam os valores
de custos individuais dos departamentos A, B e C
respectivamente sem nenhuma coalizdo. A célula E8
recebeu o custo da coalizdo dos departamentos A e
B, a célula E12 dos departamentos A e C, a célula

°
oA
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E16 dos departamentos B e C, e a célula D20 recebeu
0s custos da coalizdo dos trés departamentos A, B e
C. As células G7, H7 e 17 receberam as probabilida-
des de entrada dos departamentos (A ou B ou C) na
coalizdo em momentos diferentes, ou seja, em pri-
meiro, segundo e terceiro lugares, que sdo respecti-
vamente as probabilidades 1/3, 1/6 e 1/3.

A célula J11 recebe a funcéo
(=G7*M11+H7*M14+H7*M16+I7*M20) que repre-
senta o valor de Shapley para o jogador 1 (departa-
mento A), sendo este resultado o somatério dos pro-
dutos de sua probabilidade de entrada na coalizdo,
pelo seu custo marginal, a célula J14 recebe a funcéao
(=G7*M12+H7*M15+H7*M18+I7*M21) que repre-
senta o valor de Shapley para o jogador 2 (departa-
mento B), e a célula J17 recebe a funcdo
(=G7*M13+H7*M17+H7*M19+17*M22) que repre-
senta o valor de Shapley para o jogador 3 (departa-
mento C).

As células M11 (=C8-0), M12 (=C12-0), M13
(=C16-0), M14 (=E8-C12), M15 (=E8-C8), M16
(=E12-C16), M17 (=E12-C8), M18 (=E16-C16),
M19 (=E16-C12), M20 (=D20-E16), M21 (=D20-
E12) e M22 (=D20-E8) representam as contribuicoes
marginais dos trés departamentos segundo a ordem
de entrada ou ndo na coalizdo. As células G21, H21 e
121 recebem os resultados J11, J14 e J17 respectiva-
mente, que é o valor de Shapley para cada jogador.
Os botodes “Calcular o Valor de Shapley” e “Limpar
Dados” foram criados usando a ferramenta desenvol-
vedor com controles de formulério e gravando ma-
cros no Excel. A figura 6 a seguir ilustra os resulta-
dos do problema utilizando a planilha eletronica Mi-
crosoft Excel.

Figura 2. Resultados com a Planilha Eletronica Microsoft Excel

Os resultados (alocacdo de custos para o jogador 1
igual a R$ 4.166,66, para o jogador 2 igual a R$
1.666,66 e para o jogador 3 igual a R$ 4.666,66)
indicam a coalizdo entre os departamentos como a
melhor solucdo para cada jogador.

5 Consideracdes Finais

Por meio de um exemplo simplificado (o problema
dos 35 camelos), foi ilustrado neste trabalho o signi-
ficado descritivo e quantitativo para o problema de
alocacdo de custos conjunta.
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Foi realizada uma sintese de quatro trabalhos cienti-
ficos (que constam na base de dados SciELO Brasil)
que discursam sobre o problema de alocagéo de cus-
tos em Teoria dos Jogos, objetivando a construcdo de
um referencial tedrico para o leitor.

Este texto discutiu uma metodologia (0 Valor de
Shapley) para o problema de alocacgéo de custos con-
junta que resulta em bons resultados para os jogado-
res (tomadores de decisdo na Teoria dos Jogos).

E por fim, foi instruido como encontrar o Valor de
Shapley para um conjunto de jogadores, utilizando
para isto, a modelagem de um problema através da
planilha eletronica Microsoft Excel.
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