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Resumo. Nesse trabalho faremos uma analise da capacidade do organismo humano de
enfrentar o HIV. O modelo aqui tratado leva em consideragao quatro tipos de células de
defesa de um organismo infectado pelo HIV: as células de defesa suscetiveis, as células de
defesa infectadas, as células T assassinas, e as células T assassinas especificas para o virus
HIV. Esse modelo, portanto, analisa as interagoes entre as respostas das células T assassinas
e as infecgbes causadas pelo HIV. Veremos como o sistema imunolégico é atacado e como
este se defende. Faremos também uma anélise sobre o efeito de como as drogas usadas nos
tratamentos contra essa doenga aumentam a capacidade de defesa do organismo infectado.
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1 Introducao

Modelos matematicos tém contribuido na compreensao da dindmica de populagoes [3].
No inicio da década de 1990, modelos populacionais comecaram a ser usados por um certo
nimero de pessoas, a fim de descrever a dinamica in vivo entre as infec¢bes virais e as
respostas imunoldgicas, em particular para o virus da imunodeficiéncia humana (HIV)
[6-8]. Na ocasido a énfase era a questao viral destas dinamicas, incluindo a estimativa de
parametros bésicos virais, a dinamica evolutiva de fuga imune pelo virus, e a andlise do
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tratamento da toxicodependéncia na infecgao pelo HIV. Uma parte especifica do sistema
inumolégico é formada pelas células T assassinas ou linfécitos T Citotdxicos (CTL). Essas
células sdo muito importantes na luta contra as infecgoes virais.

Propomos uma variagdo do modelo apresentado em [1,4]. Esse modelo apresentou a
introducao de uma nova variavel que é chamada de células especificas de defesa ativadas.
Nesse modelo os autores usaram o virus livre do HIV no organismo como ativadores das
células de defesa, assim tornando-as especificas para esse virus. Aqui consideraremos que
quem ativa essas células sao as células infectadas. Essa modificacao tem base em um novo
estudo que eleva em consideracao a interacao entre as células infectadas e o organismo
infectado.

2 Apresentacao do Modelo

Quando o HIV invade o corpo humano, o alvo sao as células de defesa T CD4+ presentes
no organismo. Essas células, consideradas como “auxiliares”, sinalizam a presenca de um
invasor para outras células de defesa (B e T CD8+). As células T CD8+ respondem a
esse sinal partindo para a destruicao das células infectadas. A partir dessa resposta elas
se tornam especificas para o HIV. Neste trabalho, estamos propondo um novo modelo
matematico para estudar a dindmica do HIV no sistema imunolégico humano, com base
em varios modelos existentes na literatura [2,4,9]. Esse modelo é dado pelo sistema de
equacoes diferenciais ordindrias que reproduziremos a seguir:

T = g — U — Ppxv — U1
Tp = UIT — UgTp
Yy = BuTv— Y — pyYza — U2y
Yo = WY — HyYp (1)
U = kppyy — v
Z o= Ay — gz — B2y
\ 2a = B22y — HzZa

Nas equacOes acima, a varidvel z representa as células suscetiveis, i.e., as células as
quais o HIV se conecta, a varidvel ;,, representa as células suscetiveis protegidas por inibi-
dores de transcriptase reversa, protease e entrada, a variavel y representa essa células apds
o HIV ter se conectado, ja a varidvel y;, representa as células bloqueadas por um inibidor de
protease. Utilizamos v para representar os virus livres presentes no organismo, a varidvel
z é a populagao de todas as células T assassinas da resposta imunoldgica em repouso e
a variavel z, é a populacao dessas células ativadas no combate as células infectadas, que
estd respondendo com anticorpos.

Como condicao inicial consideraremos o instante em que o virus tem seu primeiro
contato com o organismo, ou seja, consideraremos o ponto de equilibrio trivial do sistema
sem a presenga do virus e introduziremos uma pequena quantidade desse virus: z(0) =
)\x/uﬂm :BP(O) =0, y(O) =0, yb(o) =0, U(O) = Vo, Z(O) = )‘z/iuz» za(o) =0.

Nas equagbes u; e ue sdo as varidveis de controle da medicacdo. Observe que no caso
onde u; = ug = 0, as varidveis x,, e y, se anulam sempre. Ou seja, neste caso podemos
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Figura 1: Dinamica do Sistema

considerar que nao ha controle. Ou ainda, o paciente nao foi exposto a nenhum tipo de
tratamento.

O mecanismo da dindmica do sistema sem controle esta descrito na Figura 1, observe
que os virus (v) e as células suscetiveis (x) produzem células infectadas (y) que por sua
vez produzem o virus (v). Note que as células assassinas (z) sdo ativadas pelas células
infectadas (y) e essas por sua vez eliminam as células infectadas (y) que as ativaram.

Os parametros usados no sistema de equagoes estao descritos na Tabela 1. Considera-
mos que as células suscetiveis x sao produzidas em uma quantidade constante A, e decaem
a uma taxa também constante u,. Além disso, consideramos que as células suscetiveis sao
infectadas pelo virus a uma taxa (3,. Sendo assim, a variavel z muda para o compartimento
da varidvel y a uma taxa (3,. A varidvel y decai a uma taxa p, e é eliminada do sistema
a uma taxa p, que ¢ a taxa de combate do organismo pelas células T assassinas ativadas
para o HIV. O virus livre v é produzido a uma taxa k, (estamos considerando a morte da
célula infectada, quando essa libera os virus), a taxa de decaimento dessas células é p,,.
As células T assassinas sao produzidas a uma taxa constante A,, e decaem a uma taxa
1. Consideramos ainda uma taxa de ativagao dessas células quando essas interagem com
uma célula infectada (5., o que faz com que essas células migrem do compartimento de
células assassinas para o compartimento de células assassinas ativadas. Por fim as células
ativadas decaem com a mesma taxa das nao ativadas.

A varidvel de controle u; iré representar o efeito dos inibidores de transcriptase re-
versa, de integrase e de entrada. A ag@o desse medicamento ird proteger as células alvo x
impedindo que elas se tornem células infectadas y. Por esse motivo, introduzimos no nosso
modelo a varidvel x, representando as células protegidas devido a acao desses inibidores.
Por outro lado, a varidvel de controle uo simula o efeito do inibidor de protease que irda
atuar bloqueando as células infectadas y evitando que elas liberem virus no organismo.

O valores usados nas simulagoes numéricas (vide Tabelas 1 e 2 ), foram retirados dos
artigos [5,8,9].
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Tabela 1: Parametros

Mortalidade das células suscetiveis e 0.02dia~"
Mortalidade das células infectadas fhy 0.24 dia™1
Mortalidade do virus e 2.4dia~ "
Mortalidade das células T assassinas e 0.04 dia™1
Numero médio de virus livre liberados por | k, 360

uma célula infectada

Taxa de ativagao da resposta imunolégica 5. 5-10"6 mm3dia=!
Taxa de infeccao do virus By | 2.4-107° mm3dia™T
Taxa de destruicao de células infectadas Dy 0.02mm3dia~"!
Taxa de suprimento das células suscetiveis Az 20 dia~Tmm =3
Taxa de suprimento das células T assassinas Az 20 dia " tmm =3
Controle através de inibidores de transcriptase | u [0,1]
reversa, de integrase e de entrada

Controle através de inibidores de protease Us [0,1]

Tabela 2: Condicoes Iniciais

Células suscetiveis x 10> mm=3
Células protegidas Ty 0 mm=3
Células infectadas pelo HIV Y 0 mm=—3
Células bloqueadas Ub 0 mm™3

HIV livres no organismo v | 1073 mm=3

Células T assassinas ativadas para o HIV | z 500 mm =3
Células de defesa ativadas Za 0 mm™3

2.1 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema dinamico (1) sdo dados pela relagao:

P = i. i. yb7 ) 77)
Az HoU ol _ ky Az piy

Az B 0 >
pz (B po® + ko iy 1) )

onde:

7=0 ou ap?+bj+c=0,
com
= Bvﬂzﬂg(ﬂyﬂz+/\zpy+ﬂzu2)y

b = Nv(ﬁvkvﬂz Mz + /Bzﬂvﬂwﬂyﬂz + /BZAZ,U”U,“xpy + B ol L0 + ﬁzﬂvﬂyﬂzul
+B2 Az opyur + Bz pioprzuruz + 5vkvﬂy:uzu2 - ﬁvﬂzk’v)\xﬂyMZ)v

c = kv:uv:ux:uz;uz + kvﬂvﬂzuzul - 51;]{?3)\:6#12/#3 + kv;uv,uzﬂyﬁéz@ + kvuvﬂyﬂgulul

) 7U7 —_ b
< + up + 5@” ul(ﬂx +ur + 61) ) Uﬂy kyua 52/1/1/0 + ky oy Mz
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Para uma pessoa nao-infectada pelo HIV temos v = 0. Substituindo esse valor na expressao
(2), temos o ponto de equilibrio trivial:

Po = (Z,Zp, Y, U, 0, %, Za) = <Mmkju1, ul(:z’ful),o,o,o, 22,0) : (4)
J& para uma pessoa infectada pelo HIV, temos o # 0. Com isso, temos que resolver a
equacgao quadrética dada em (3). Vamos lembrar que um ponto de equilibrio é estavel, se o
sinal da parte real dos autovalores da matriz jacobiana aplicada no ponto, a ser estudado,
é negativa [teorema de Hartman-Grobman (Kreyszig, 1978)]. E facil ver que a condigao
para que o ponto de estabilidade trivial desse sistema seja estavel é:

kyBo Aty
(M:v + Ul)(My + UQ)MU

< L (5)

Dessa forma, podemos concluir que o nimero de reproducao basica do virus é dado por:

kvﬁv)\acuy (6)
(/’Ll’ + Ul)(ﬂy + u?)Mv
Assim, se Ry < 1, pelo que acabamos de ver em (5), o ponto de equilibrio trivial P,

dado em (4) é estavel. Ou seja, nesse caso, a infec¢@o nao se propagaria no organismo do
individuo.

Ry =

3 Simulagoes Numéricas e Conclusoes

Para realizar as simulagoes foi utilizado o método de Runge-Kutta (pacote ODE45
do software MatLab®). Primeiramente simulamos o sistema com o tempo variando de
0 a 100 dias. Nessa primeira etapa da simulagao utilizamos u; = ug = 0, essa simulacao
do sistema nos fornece as condigoes de um paciente infectado pelo HIV a 100 dias sem
tratamento. Finalmente, a partir das condigoes iniciais obtidas, simulamos o problema
com tempo variando de 100 a 300 dias e variando os parametros u; e ug, ver Figura 3.
Desse modo, podemos ver o que acontece com o organismo quando ele é submetido a um
tratamento, e com quantidades diferentes de drogas. Vemos que para um individuo sem
tratamento a curva tenderd a se aproximar de um dos pontos de equilibrio nao-triviais do
sistema (representados no grafico por uma reta constante). Enquanto em um individuo
tratado, a partir do centésimo dia se percebe a diminuicao consideravel do nivel de carga
viral no seu organismo e, consequentemente, a diminuicao do nivel de células infectadas. Os
resultados se encontram na Figura 3. Podemos ainda observar que a quantidade de células
suscetiveis ao HIV (a soma das células suscetiveis e das células suscetiveis bloqueadas) ao
final de 300 dias se aproxima do valor encontrado em um organismo saudavel. Ou seja,
o tratamento consegue elevar o ntimero de linfécitos T-CD4+ no organismo, ver Figura
2. Vemos também que a quantidade de células infectadas decai para zero, mesmo levando
em consideragao as células infectadas bloqueadas, ver Figura 2.

Em trabalhos futuros pretendemos aplicar a teoria de controle 6timo utilizando como
variaveis de controle u; e us. Dessa forma podemos sugerir o melhor custo beneficio para
a utilizacao das terapias retro-virais.

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0019 020019-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0019

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

Célula St iveis + Células Pr Células Infectadas + Células
1000 T T T T T 350 T T T T T
\ 300} 1
800
\‘ 250} I\
Il
6001 | 200+ |

| ;‘1 sop | \ =
¥
400 - | x 100 }‘ \ =
\ \
200+ \ o ‘\_/\
o—
0 . , . , . 50 . , . , .
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Figura 2: Resultados com Tratamento
Células Suscetiveis Células Protegidas
1000 1000 -
800 800
—ul=u2=0.1
600 | 600 |- ——ul=u2=1
e et
400} 400} / *
200} \/ \\‘{ 200} | /
| /
0 ‘ ‘ 0 ‘ [
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Células Infectadas Células Bloqueadas
350 - 40 \
300 350 h‘
250 30 ‘\‘
200{- 251 |
|
150 =3 20f \‘
100+ 15 |
50L VAN 101 M
!
0 L \ 50 ’/ \
0 ,
-50 ” ; - ; - . 0 50 100 150 200 250 300
0 50 100 150 200 250 300 Tempo
Virus Células de Defesa
12000 500
—ul=u2=0
L ——u1=u2=0.0001
10000 ul=u 5587 4991
y
8000 08l
6000 = .
= 497+ =
4000 > N
2000 AN %8y
o/ \ 4951
2000 . , , . . ) 494 . , . , T |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
6 Células de Defesa Ativadas
5l
4l
3 =
N
ol
1L
0
0 50 100 150 200 250 300
. . ~ -
Figura 3: Simula¢o Numeérica do Modelo
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