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Resumo. Nesse trabalho faremos uma análise da capacidade do organismo humano de
enfrentar o HIV. O modelo aqui tratado leva em consideração quatro tipos de células de
defesa de um organismo infectado pelo HIV: as células de defesa suscet́ıveis, as células de
defesa infectadas, as células T assassinas, e as células T assassinas espećıficas para o v́ırus
HIV. Esse modelo, portanto, analisa as interações entre as respostas das células T assassinas
e as infecções causadas pelo HIV. Veremos como o sistema imunológico é atacado e como
este se defende. Faremos também uma análise sobre o efeito de como as drogas usadas nos
tratamentos contra essa doença aumentam a capacidade de defesa do organismo infectado.
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1 Introdução

Modelos matemáticos têm contribúıdo na compreensão da dinâmica de populações [3].
No ińıcio da década de 1990, modelos populacionais começaram a ser usados por um certo
número de pessoas, a fim de descrever a dinâmica in vivo entre as infecções virais e as
respostas imunológicas, em particular para o v́ırus da imunodeficiência humana (HIV)
[6–8]. Na ocasião a ênfase era a questão viral destas dinâmicas, incluindo a estimativa de
parâmetros básicos virais, a dinâmica evolutiva de fuga imune pelo v́ırus, e a análise do
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tratamento da toxicodependência na infecção pelo HIV. Uma parte espećıfica do sistema
inumológico é formada pelas células T assassinas ou linfócitos T Citotóxicos (CTL). Essas
células são muito importantes na luta contra as infecções virais.

Propomos uma variação do modelo apresentado em [1, 4]. Esse modelo apresentou a
introdução de uma nova variável que é chamada de células espećıficas de defesa ativadas.
Nesse modelo os autores usaram o v́ırus livre do HIV no organismo como ativadores das
células de defesa, assim tornando-as especificas para esse v́ırus. Aqui consideraremos que
quem ativa essas células são as células infectadas. Essa modificação tem base em um novo
estudo que eleva em consideração a interação entre as células infectadas e o organismo
infectado.

2 Apresentação do Modelo

Quando o HIV invade o corpo humano, o alvo são as células de defesa T CD4+ presentes
no organismo. Essas células, consideradas como “auxiliares”, sinalizam a presença de um
invasor para outras células de defesa (B e T CD8+). As células T CD8+ respondem a
esse sinal partindo para a destruição das células infectadas. A partir dessa resposta elas
se tornam espećıficas para o HIV. Neste trabalho, estamos propondo um novo modelo
matemático para estudar a dinâmica do HIV no sistema imunológico humano, com base
em vários modelos existentes na literatura [2, 4, 9]. Esse modelo é dado pelo sistema de
equações diferenciais ordinárias que reproduziremos a seguir:

ẋ = λx − µxx− βvxv − u1x
ẋp = u1x− µxxp
ẏ = βvxv − µyy − pyyza − u2y
ẏb = u1y − µyyb
v̇ = kvµyy − µvv
ż = λz − µzz − βzzy
ża = βzzy − µzza

(1)

Nas equações acima, a variável x representa as células suscet́ıveis, i.e., as células as
quais o HIV se conecta, a variável xp representa as células suscet́ıveis protegidas por inibi-
dores de transcriptase reversa, protease e entrada, a variável y representa essa células após
o HIV ter se conectado, já a variável yb representa as células bloqueadas por um inibidor de
protease. Utilizamos v para representar os v́ırus livres presentes no organismo, a variável
z é a população de todas as células T assassinas da resposta imunológica em repouso e
a variável za é a população dessas células ativadas no combate as células infectadas, que
está respondendo com anticorpos.

Como condição inicial consideraremos o instante em que o v́ırus tem seu primeiro
contato com o organismo, ou seja, consideraremos o ponto de equiĺıbrio trivial do sistema
sem a presença do v́ırus e introduziremos uma pequena quantidade desse v́ırus: x(0) =
λx/µx, xp(0) = 0, y(0) = 0, yb(0) = 0, v(0) = v0, z(0) = λz/µz, za(0) = 0.
Nas equações u1 e u2 são as variáveis de controle da medicação. Observe que no caso
onde u1 = u2 = 0, as variáveis xp e yb se anulam sempre. Ou seja, neste caso podemos
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Figura 1: Dinâmica do Sistema

considerar que não há controle. Ou ainda, o paciente não foi exposto a nenhum tipo de
tratamento.

O mecanismo da dinâmica do sistema sem controle está descrito na Figura 1, observe
que os v́ırus (v) e as células suscet́ıveis (x) produzem células infectadas (y) que por sua
vez produzem o v́ırus (v). Note que as células assassinas (z) são ativadas pelas células
infectadas (y) e essas por sua vez eliminam as células infectadas (y) que as ativaram.

Os parâmetros usados no sistema de equações estão descritos na Tabela 1. Considera-
mos que as células suscet́ıveis x são produzidas em uma quantidade constante λx, e decaem
a uma taxa também constante µx. Além disso, consideramos que as células suscet́ıveis são
infectadas pelo v́ırus a uma taxa βv. Sendo assim, a variável x muda para o compartimento
da variável y a uma taxa βv. A variável y decai a uma taxa µy e é eliminada do sistema
a uma taxa py que é a taxa de combate do organismo pelas células T assassinas ativadas
para o HIV. O v́ırus livre v é produzido a uma taxa kv (estamos considerando a morte da
célula infectada, quando essa libera os v́ırus), a taxa de decaimento dessas células é µv.
As células T assassinas são produzidas a uma taxa constante λz, e decaem a uma taxa
µz. Consideramos ainda uma taxa de ativação dessas células quando essas interagem com
uma célula infectada βz, o que faz com que essas células migrem do compartimento de
células assassinas para o compartimento de células assassinas ativadas. Por fim as células
ativadas decaem com a mesma taxa das não ativadas.

A variável de controle u1 irá representar o efeito dos inibidores de transcriptase re-
versa, de integrase e de entrada. A ação desse medicamento irá proteger as células alvo x
impedindo que elas se tornem células infectadas y. Por esse motivo, introduzimos no nosso
modelo a variável xp representando as células protegidas devido a ação desses inibidores.
Por outro lado, a variável de controle u2 simula o efeito do inibidor de protease que irá
atuar bloqueando as células infectadas y evitando que elas liberem v́ırus no organismo.

O valores usados nas simulações numéricas (vide Tabelas 1 e 2 ), foram retirados dos
artigos [5, 8, 9].
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Tabela 1: Parâmetros
Mortalidade das células suscet́ıveis µx 0.02 dia−1

Mortalidade das células infectadas µy 0.24 dia−1

Mortalidade do v́ırus µv 2.4 dia−1

Mortalidade das células T assassinas µz 0.04 dia−1

Número médio de v́ırus livre liberados por
uma célula infectada

kv 360

Taxa de ativação da resposta imunológica βz 5 · 10−6mm3dia−1

Taxa de infecção do v́ırus βv 2.4 · 10−5mm3dia−1

Taxa de destruição de células infectadas py 0.02mm3dia−1

Taxa de suprimento das células suscet́ıveis λx 20 dia−1mm−3

Taxa de suprimento das células T assassinas λz 20 dia−1mm−3

Controle através de inibidores de transcriptase
reversa, de integrase e de entrada

u1 [0, 1]

Controle através de inibidores de protease u2 [0, 1]

Tabela 2: Condições Iniciais
Células suscet́ıveis x 103 mm−3

Células protegidas xp 0 mm−3

Células infectadas pelo HIV y 0 mm−3

Células bloqueadas yb 0 mm−3

HIV livres no organismo v 10−3 mm−3

Células T assassinas ativadas para o HIV z 500 mm−3

Células de defesa ativadas za 0 mm−3

2.1 Pontos de Equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio do sistema dinâmico (1) são dados pela relação:

P = (x̄, x̄p, ȳ, ȳb, v̄, z̄, z̄a) (2)

=

(
λx

µx + u1 + βvv̄
,

λxµx
u1(µx + u1 + βvv̄)

,
µv v̄

kvµy
,
µvv̄

kvu2
, v̄,

kvλzµy
βzµvv̄ + kv µy µz

,

λzβzµvv̄

µz(βz µvv̄ + kv µy µz)

)
,

onde:

ȳ = 0 ou a ȳ2 + bȳ + c = 0, (3)

com

a = βv βz µ
2
v (µy µz + λz py + µz u2),

b = µv(βvkvµ
2
y µ

2
z + βzµvµxµyµz + βzλzµvµxpy + βzµvµxµzu2 + βzµvµyµzu1

+βzλzµvpyu1 + βzµvµzu1u2 + βvkvµyµ
2
zu2 − βvβzkvλxµyµz),

c = kvµvµxµ
2
yµ

2
z + kvµvµ

2
yµ

2
zu1 − βvk2vλxµ2yµ2z + kvµvµxµyµ

2
zu2 + kvµvµyµ

2
zu1u2.
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Para uma pessoa não-infectada pelo HIV temos v̄ = 0. Substituindo esse valor na expressão
(2), temos o ponto de equiĺıbrio trivial:

Po = (x̄, x̄p, ȳ, ȳb, v̄, z̄, z̄a) =

(
λx

µx + u1
,

λxµx
u1(µx + u1)

, 0, 0, 0,
λz
µz
, 0

)
. (4)

Já para uma pessoa infectada pelo HIV, temos v̄ 6= 0. Com isso, temos que resolver a
equação quadrática dada em (3). Vamos lembrar que um ponto de equiĺıbrio é estável, se o
sinal da parte real dos autovalores da matriz jacobiana aplicada no ponto, a ser estudado,
é negativa [teorema de Hartman-Grobman (Kreyszig, 1978)]. É fácil ver que a condição
para que o ponto de estabilidade trivial desse sistema seja estável é:

kvβvλxµy
(µx + u1)(µy + u2)µv

< 1. (5)

Dessa forma, podemos concluir que o número de reprodução básica do v́ırus é dado por:

R0 =
kvβvλxµy

(µx + u1)(µy + u2)µv
. (6)

Assim, se R0 < 1, pelo que acabamos de ver em (5), o ponto de equiĺıbrio trivial Po

dado em (4) é estável. Ou seja, nesse caso, a infecção não se propagaria no organismo do
indiv́ıduo.

3 Simulações Numéricas e Conclusões

Para realizar as simulações foi utilizado o método de Runge-Kutta (pacote ODE45
do software MatLab R©). Primeiramente simulamos o sistema com o tempo variando de
0 a 100 dias. Nessa primeira etapa da simulação utilizamos u1 = u2 = 0, essa simulação
do sistema nos fornece as condições de um paciente infectado pelo HIV a 100 dias sem
tratamento. Finalmente, a partir das condições iniciais obtidas, simulamos o problema
com tempo variando de 100 a 300 dias e variando os parâmetros u1 e u2, ver Figura 3.
Desse modo, podemos ver o que acontece com o organismo quando ele é submetido a um
tratamento, e com quantidades diferentes de drogas. Vemos que para um indiv́ıduo sem
tratamento a curva tenderá a se aproximar de um dos pontos de equiĺıbrio não-triviais do
sistema (representados no gráfico por uma reta constante). Enquanto em um indiv́ıduo
tratado, a partir do centésimo dia se percebe a diminuição considerável do ńıvel de carga
viral no seu organismo e, consequentemente, a diminuição do ńıvel de células infectadas. Os
resultados se encontram na Figura 3. Podemos ainda observar que a quantidade de células
suscet́ıveis ao HIV (a soma das células suscet́ıveis e das células suscet́ıveis bloqueadas) ao
final de 300 dias se aproxima do valor encontrado em um organismo saudável. Ou seja,
o tratamento consegue elevar o número de linfócitos T-CD4+ no organismo, ver Figura
2. Vemos também que a quantidade de células infectadas decai para zero, mesmo levando
em consideração as células infectadas bloqueadas, ver Figura 2.

Em trabalhos futuros pretendemos aplicar a teoria de controle ótimo utilizando como
variáveis de controle u1 e u2. Dessa forma podemos sugerir o melhor custo benef́ıcio para
a utilização das terapias retro-virais.
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Figura 2: Resultados com Tratamento
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Figura 3: Simulação Numérica do Modelo
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