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Resumo. Este trabalho tem por objetivo derivar uma poĺıtica de controle ótimo para o
problema de rastreamento de carteiras multipeŕıodo, generalizando a formulação de média-
variância unipeŕıodo considerada em [3].
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1 Introdução

Em diversas situações o gestor financeiro é avaliado pelo desempenho do retorno total
relativo a um benchmark pré-especificado. Portanto, a análise do erro de rastreamento de
uma carteira (e.g. [3]) torna-se necessário e relevante no momento da alocação de ativos.

2 Formulação do Problema

Consideraremos um mercado financeiro composto por n + 1 ativos de risco. O va-
lor dos ativos será descrito pelo vetor aleatório S̄ =

[
S0 . . . Sn

]′
tomando valores em

Rn+1 com t = 0, . . . , T . Define-se a taxa de retorno como: R̄(t)′ =
[
R0(t) R(t)′

]′
,

R(t)′ =
[
R1(t) . . .Rn(t)

]′
onde Ri = Si(t+ 1)/Si(t). Pode-se escrever o vetor de retornos

como: R̄(t) = η̄(t) + Z̄(t), sendo η̄(t)′ =
[
η0(t) η(t)

]′
, η(t)′ =

[
η1(t) . . . ηn(t)

]′
, e

Z̄(t) são vetores aleatórios de média nula (E(Z̄(t)) = 0). Tem-se que η̄(t) são vetores
determińısticos que representam a média de R̄(t). Supõe-se que Z̄(t){t = 0, . . . , T − 1}
são vetores aleatórios independentes, e E(R̄(t)R̄(t)′) > 0 para cada t = 0, . . . , T − 1.
Define-se o vetor ū(t)′ =

[
u0(t) u(t)′

]′
, e u(t) =

[
u1(t) . . . , un(t)

]′
onde ui(t) representa

o montante do capital alocado no ativo i, i = 0, . . . , n. O valor da carteira com o mon-
tante de capital para investimento no tempo t, denotado por V (t), pode ser expresso como:
V (t) = u0(t)+e′u(t), sendo e =

[
1 . . . 1

]′
. Assumindo um capital inicial V (0) = V0 > 0

e que a carteira seja auto-financiável, obtém-se que V (t+ 1) = R0(t)V (t) + P(t)′u(t),
onde P(t) = R(t) − R0(t)e. Definindo o erro de rastreamento da carteira como Ṽ (t) =
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V (t) − V B(t) e ũ(t) = u(t) − uB(t) (as variáveis correspondentes ao benchmark são so-
brescritas com a letra B), o problema a resolver (PE(σ)) é expresso da seguinte forma.
PE(σ): max

u
E(Ṽ (T )) sujeito a {V ar(Ṽ (T )) ≤ σ2, Ṽ (t + 1) = R0(t)Ṽ (t) + P(t)′ũ(t),

Ṽ (0) = 0, t = 0, 1, . . . , T − 1}.

3 Solução do Problema

A solução anaĺıtica de PE(σ) é dif́ıcil de ser encontrada diretamente dada a não-
separabilidade no sentido da programação dinâmica. Portanto, é formulado um problema
auxiliar separável, onde sua solução corresponde à solução de PE(σ) sob umas condições
espećıficas (ver derivação em [1]). Apresenta-se a solução, na qual será preciso definir,
φ(t) = E(P(t)P(t)′), ϕ2

0(t) = E(R0(t)
2) e ϕ(t) = E(R0(t)P(t)). Em função destes ter-

mos temos: A2(t) = ϕ2
0(t)−ϕ(t)′φ(t)−1ϕ(t) > 0, A1(t) = η0(t)−(η(t)−η0(t)e)′φ(t)−1ϕ(t)

e B(t) = (η(t) − η0(t)e)′φ(t)−1(η(t) − η0(t)e) ≤ 1. Definiremos também as seguintes
variáveis recursivas: Γ2(t) = A2(t)Γ2(t+1) > 0 com Γ2(T ) = 1; Γ1(t) = A1(t)Γ1(t+1), com
Γ1(T ) = 1; e Γ0(t) = Γ0(t+1)+(Γ1(t+1)2/Γ2(t+1))B(t), com Γ0(T ) = 0. Ainda será ne-
cessário definir C = (1/2)

∑T−1
t=0

(
Γ1(t+ 1)2/Γ2(t+ 1)

)
B(t). Os seguintes termos também

são introduzidos: a = C/2− C2; b = Γ1(0)C/a; e por último, c = Γ2(0)− ab2 − Γ1(0)2.
Então, para o problema PE(σ) obtemos que o controle ótimo é dado por (ver [1] com
condição inicial em 0): u∗(t) = −K(t)(V (t)− V B(t)) + (σ/

√
a)ϑ(t) + uB(t),

onde K(t) = φ(t)−1ϕ(t) e ϑ(t) = (1/2) (Γ1(t+ 1)/Γ2(t+ 1))φ(t)−1(η(t) − η0(t)e). Fi-
nalmente, obtém-se a fronteira eficiente do erro de rastreamento, i.e, (ver de novo [1] com

condição inicial em 0) V ar(V (T )− V B(T )) =
(
E(V (T )− V B(T ))

)2
a/C2.

4 Conclusão

Neste trabalho foi generalizado (cenário multipeŕıodo) os resultados obtidos em [3].
Uma estratégia ótima de investimento para o problema PE(σ) foi analiticamente obtida
em forma fechada com a identificação expĺıcita para a fronteira eficiente.
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