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Resumo Nesse trabalho considera-se o comportamento dindmico de vigas, que sao utilizadas
em nanotecnologia, tais como, modelagem em microscopia de forca atomica, nanotubos de
carbono e micro/nano dispositivos eletromecanicos. O modelo cldssico de Timoshenko sofre
alteragoes, baseadas na teoria do gradiente de deformacao, a fim de capturar os efeitos
da mudanca de escala. Solugoes espaciais e frequéncias naturais sao obtidas utilizando o
método modificado da decomposicao de Adomian. Resultados comparativos mostram que
os efeitos nao-locais tem mais influéncia sobre as frequéncias naturais quando a espessura é
comparavel a medida caracteristica de comprimento interno.

Palavras-chave: vibracao de nanovigas, modelos nao-locais, método da decomposigao de
Adomian.

1 Introducao

Teorias nao-locais continuas representam tentativas de estender a abordagem da mecanica
do continuo, a fim de capturar os efeitos da diminuicao da escala. Observagoes experimen-
tais e simulacoes atomicas tem indicado que as propriedades mecanicas sao sensiveis ao
tamanho das estruturas, quando essas se tornam muito pequenas. De modo que, sendo as
teorias classicas independentes de escala, nao poderiam prever esse comportamento. Por
outro lado, os modelos atomicos e moleculares sao restritos as capacidades computacio-
nais. Assim tem-se recebido aten¢éo o desenvolvimento de teorias continuas dependentes
do tamanho para a modelagem de estruturas e dispositivos em escalas menores.

Trés abordagens principais da mecanica do continuo nao-cldssica tem sido desenvolvi-
das, modificadas e aplicadas para estudar o comportamento mecanico das micro e nanoes-
truturas [3]: teoria da elasticidade nao-local de Eringen; teoria do gradiente da deformagao;
teoria da tensao acoplada.

Nesse trabalho, sao consideradas as modificacbes baseadas na teoria do gradiente de
deformacao [3], [6], na qual trés parametros materiais de comprimento interno extras
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relativos a escala ly, [1, e lo, aparecem em adicao aos parametros classicos, ou seja, médulo
de elasticidade (E) e coeficiente de Poisson (v), e s@o responséveis por capturar os efeitos
de escala. Essa teoria de elasticidade é uma extensdo da teoria classica de elasticidade,
incluindo termos de gradiente de deformacao de ordem superior baseados na hipdtese
que os materiais nao podem ser modelados como uma colecao de pontos, mas devem ser
considerados como atomos com mecanismos de deformacao de ordem superior em micro e

nanoescala [4].

O modelo de Timoshenko, deduzido a partir da teoria da elasticidade do gradiente da
deformacao e principio de Hamilton, é apresentado em [3], [6], e descreve o deslocamento
tranversal w(t,z) e deslocamento angular ¢(¢,x), através das seguintes equagoes, dadas
em (1), parat > 0 e 0 < x < L, utilizando-se a notacao dois pontos sobrescritos para

indicar dupla derivacao com relacio & varidvel ¢ e linhas’, ”, " e () para indicar derivacio

de ordem um, dois, trés e quatro com relacao a variavel x,

pAw(t,z) + (ks + ka)w ) (t, ) + (ks — 2ka)" (8, ) — ks (0" (t,2) — ¢/ (t,2)) = f(t,2),

pIo(t ) + ki) (8, @) — (ks — 2ka)w” (t,2) — (k2 + k3 + 4ka)¢" (t,2) — ks(w'(t, 2) — $(t,x)) (= 0,
1)

sendo
4 1

onde I, A, Kk, pu e f(t,x) representam momento de inércia, drea da se¢do transversal,
constante de cisalhamento, moédulo de rigidez u = G, e forga transversal distribuida,
respectivamente.

As condicbes de contorno preescritas nas extremidades xg = 0 ou x¢g = L, desconside-
rando forgas e momentos externos sao dadas por

2
(ks + k4)§37?\<t,x0> + (k3 — 2k0) 58 (1.20) — k5(22 — D)|(t.20) = 00U w|(t49) = O,

2
(ks + k) 52| (1.0 + (k3 — 2k0) 22| 1.2y = 0 00 22](; 0y =0, "
3
3 2
k188 120y + (k3 — 2k0) D% (1 00y + (k2 + ki3 + 4k4) 22| (1 o) = 00U @ (.09) = O,

o2 15)
k155 (ta0) =0 00 52](1ap) = 0.

2 Formulacao modal matricial

As equagoes dadas em (1), no caso de vibragoes livres, podem ser escritas na formulagao
matricial geral

M+ Kv =0, v= ( z((:,’j)) ) . (4)

Supondo solugdes exponencais em funcao das amplitudes espaciais

“(t.a) = M), wia) = (50 ). 5)
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3
resulta o problema quadrético de autovalor
(MM + K)w(z) = 0. (6)
o qual pode ser escrito como uma equacao diferencial matricial de quarta ordem
Kow™ (2) + Kiw" (z) + Kow" (z) + Ksw'(z) + Kyw(z) = 0, (7)
com
ks + ky 0 0 ks — 2ky
Ko = , K= :
0 kl *(kg — 2]64) 0
—]{75 0 0 kS
K2 = ) K3 = ; (8)
0 —(]422 + k3 + 4k54) —ks 0
A2pA 0
Ky = .
0 2ol + ks
3 Formulacao adimensional
Considerando pardmetros adimensionais definidos como
X =2 W(X)=22 oX)=¢),
A 2L4 2
02 =2l =gl & =294 (9)
Co=taths gg = o gk g = Rathoddhs - ogo = B

as equagoes do problema espacial dadas em (7), tornam-se em uma formulagao adimensi-
onal

[_52 —%5][@2’?5?9%[2 _53][?':/(())5)]*[% QHZ’}%)}*

o e LS e |l e =10

Suas respectivas condigoes de contorno dadas em (3), na forma adimensional preescritas
em X =0e X =1, sao descritas por

&WW + 53(1)// _ gl(W/ — (I)) =0 ou W =0,
EW' + 630" =0 ou W =0,

(11)
§5®”/ + €3W// + 54(1), =0 ou P = 07

&0 =0 ou @ =0.
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Observa-se que (10)-(11) se reduzem ao caso classico quando o = &3 =& =0e & = 1.

4 Método da decomposicao de Adomian modificado

O método da decomposigao de Adomian (ADM) [1] é um método bastante conhecido
para resolver equacoes operacionais lineares ou nao lineares, através de séries infinitas, sem
considerar técnicas que introduzem dificuldades computacionais ou hipéteses fisicamente
restritivas, tais como, linearizagdo, perturbagao, discretizagao, etc. Hsu et.al [2] utiliza-
ram o método da decomposigdo de Adomian modificado (AMDM) aplicado ao problema
de vibracoes livres de vigas uniformes de Timoshenko, de modo que as duas equacoes dife-
renciais governantes do modelo tornam-se duas equacoes algébricas recursivas inicializadas
pelas condicoes de contorno na extremidade esquerda, e ao serem consideradas condigoes
de contorno na extremidade direita é possivel obter uma equacao de frequéncia algébrica
simples.

4.1 Descrigao basica da aplicagcao do AMDM

O método da decomposi¢ao de Adomian considera que um operador diferencial geral
dado seja decomposto em parte linear e nao-linear, ou seja,

Fw(z) = Lw(z) + Rw(x) + Nw(z) =0, (12)
~ ——
linear nonlinear

sendo L um operador linear inversivel considerado como o termo cuja derivada é a de
maior ordem. Resolvendo (12) para Lw(x)

w(z) = ¥(x) — L~ Rw(x) + Nw(z)], (13)

com U(x) tal que L¥(z) = 0. O AMDM consiste em expandir w(z) em séries infinitas
convergentes

w(z) = [ Z((f)) } _ 2 et ) i [ cLi } L ki) erat. (14)

< k Co
> CokT k=0 L %
}=0

E o termo nao-linear expandido em termos dos polinéomios denotados polinémios de
Adomian [1] Ag(co,c1,...,cx) , determinados recursivamente a partir de férmulas es-

pecificas,
S Ak ( ; )
Nw(z) = 2 AL (co.cr .. C Au(co. Cr . ) = 1,k(€1,0,€1,1, --+5 C1,k; €2,0,€2,1, .-+, C2 & ] 15
(@) /;) k(co e, ek) - Axleo, €1, s k) Az k(€1,0,€1,15 5 C1,k5 €2,0,€2,15 -+, C2,k) (15)
, . . . .. 2
Tal método foi utilizado em [2] para o modelo de Timoshenko classico, onde L = dd? e
desconsiderando-se termos nao-lineares. Na secao a seguir a formulagao é extendida para
~ . 4
o caso do modelo nao-local de Timoshenko onde L = %.
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4.2 AMDM aplicado ao modelo nao-local gradiente de deformacao de
Timoshenko

Considerando o sistema de equagoes dado em (10) escrito na forma

w® (X)) + Qw”(X) + Rw"(X) + Sw/(X) + Tw(X) = 0. (16)
Nesse caso L = (&—44, entdo L~ fo fo fo fo ] dX dX dX dX. Expandindo
w(z) em séries convergentes
_ (WX & k
w(X) = [ B(X) ] —kgockX , (17)

substituindo em (16) e resolvendo em Lw obtém-se

w(X) = ¥(X)- (Z CA9 Qegs + k|2>!RCk+2+(k+1)SCk+1+Tck> Xk
= cotaX+eX e [z ((’“+ s+ EF2IRe, oy (18)
- k
4+ (k+1)Scpii +T
(k-+ DSers1 + Te) (k+ D)k +2)(k+ )(k+4)]

E entao, coletando nas poténcias de x

1940 , W' (0 y W (0 ) W (0
Co :W(O) = |: <I>((0)) i| ; C1 =W (0) = { <I>'((O)) i| , C2 =W (0) = |: <DN((O)) :| ;, C3 =W (0) = |: q)///((o)) i| s
(19)
epara k=45, ....
o — —[(k—=1)(k—2)(k —3)Qck_1 + (k—2)(k — 3)Recr_2 + (k — 3)Sck_3 + Tcg_ 4] (20)
g k(k —1)(k —2)(k — 3)
Na pratica a série é truncada, de modo a ser obtida uma aproximagao com n termos
ml(y whnl(x) k

w0200 = | 1 chx 1)

Visto que ¢y, c1, €2, e c3, serao apenas parcialmente determinadas pelas condigoes
de contorno em X = 0, considera-se ¢ = Pra, com a = [a1 a2 a3 a4]T, e as primeiras
quatro P} s serao determinadas por essas condi¢oes de contorno.

No caso da viga bi-apoiada, das condigoes em X = 0, W(0) = ®'(0) = W"(0) =
®"”'(0) = 0, tem-se

0000 1000 0000 0001
PO_[l 00 0]’ Pl_{o 00 o}’ P2_{0 0 1 0]’ P?’_[o 00 0}’
2
e de (20), para k = 4,5,6...

P, — —[(k = 1)(k = 2)(k —3)QPr_1 + (k — 2)(k — 3)RPy_2 + (k — 3)SPy_3 + TPj_4] (23)
b k(k — 1)(k — 2)(k — 3)
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Agora, das condigoes de contorno em X =1

0 0 0 0 0 0 10 0
0 0 |[wr o o |[wra 0 1 W'(1) 00 |[w@ 0
0 0 {¢”’(1)]+ 10 [¢>"((1)}+ 0 0 [¢’(1)}+ 0 0 {gb((l)}: 0|
0 1 0 0 0 0 0 0 0
——— ——
Cs Ca C1 Co
(24)
resulta o sistema F["/(Q)a = 0, com
n—4 n—3
FIQ) = S (k+3)(k4+2)(k+1)CsPris+ S (k+2)(k +1)CoPpiat
k=0 k=0 (25)
n—2 n—1
+ > (k+1)CPr+ 3 CoPy,
k=0 k=0

e entao as frequéncias adimensionais €); sao obtidas resolvendo a equacao de frequéncia
det(FI"(Q)) = 0.
O i-ésimo modo de vibracao associado a i-ésima frequéncia €2; é dado por

ol(x) = cl ZPk Q,)ax*. (26)
(I) k=0

7

5 Resultados numéricos

Na Tabela 1 sao apresentadas as frequéncias naturais adimensionais para o modelo
nao-local gradiente de deformac@o de Timoshenko (TBSG) com diferentes configuragoes,
considerando os parametros adimensionais estimados pelos parametros dimensionais for-
necidos na literatura [5], considerando a simplificagdo | = Iy = Iy = Iy = 17.6um, variando
h=al (a =1, 4, 8, 10), comparativamente com o caso cldssico cujas frequéncias adimen-
sionais nao dependem de h, quando L e b sao considerados muiltiplos de h, L = 20h e
b= 2h.

6 Conclusoes

O modelo nao-local de Timoshenko baseado na teoria do gradiente de deformacao foi
formulado matricialmente considerando parametros adimensionais. O AMDM foi apli-
cado como uma extensao do mesmo método aplicado ao caso cldssico de Timoshenko [2].
Verificou-se, em concordancia com o constatado na literatura [6], que os resultados obti-
dos pelo caso considerando os efeitos da teoria do gradiente de deformacao apresentam
maior diferenca daqueles obtidos pelo caso classico quando a espessura h é comparavel ao
parametro material de comprimento interno h = [. Quando A torna-se maior em relacao
[ os resultados tendem aos resultados do caso classico. Isso se justifica pela andlise dos
parametros adimensionais, pois quando h torna-se maior que ! os parametros &2, &3 € &5
tendem a zero e &4 tende a 1, o que corresponde ao caso cldssico.
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7
Caso Frequéncias naturais adimensionais €;
[oN Qs Qs Q4 Qs

A) TBSG (h =1) (n=30) 4415 156.76 309.67 504.50 525.42
A) TBSG (h =1) (n=50) 44.15 156.76  309.66 491.56  701.71
B) TBSG (h = 4l) (n=30) 14.95 58.73 12847 213.62 710.77
B) TBSG (h =4l) (n=50)  14.95 58.73 128.47 220.33 330.41
C) TBSG (h =8l) n=30) 11.34 44.82 9894 166.14 712.44
C) TBSG (h =8l) (n=50) 11.34 44.82 98.94 171.53 260.15
D) TBSG (h =10l) (n=30) 10.82 42.80 94.58 159.02 711.57
D) TBSG (h =10l) (n=50) 10.82 42.80 94.58 164.19 249.35
E) TB Cléssico(n=30) 9.83 3894 86.17 630.99 3098.38
E) TB Classmo(n 50) 9.83 3894 86.18 149.91 228.17
A)é =2000, 7=0.0002, & =47, & =-49, & =273, & =0.0035,
B)&: = 2000, 77 =0.0002, & =03, & =-0.3, £4=264, &5 =0.00021,
)&, = 2000, 7 =0.0002, & =0.07, & =-0.076, & =141, & = 0.00005,
D)¢; = 2000, 7 =0.0002, & =0.04, & =—0.04, & =126, & =0.00003,
E)& = 2000, 7 = 0.0002

Tabela 1: Frequéncias naturais adimensionais para viga bi-apoiada, modelo gradiente de
deformacao, variando espessura h, e modelo classico de Timoshenko.
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