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Resumo Nesse trabalho considera-se o comportamento dinâmico de vigas, que são utilizadas
em nanotecnologia, tais como, modelagem em microscopia de força atômica, nanotubos de
carbono e micro/nano dispositivos eletromecânicos. O modelo clássico de Timoshenko sofre
alterações, baseadas na teoria do gradiente de deformação, a fim de capturar os efeitos
da mudança de escala. Soluções espaciais e frequências naturais são obtidas utilizando o
método modificado da decomposição de Adomian. Resultados comparativos mostram que
os efeitos não-locais tem mais influência sobre as frequências naturais quando a espessura é
comparável a medida caracteŕıstica de comprimento interno.

Palavras-chave: vibração de nanovigas, modelos não-locais, método da decomposição de
Adomian.

1 Introdução

Teorias não-locais cont́ınuas representam tentativas de estender a abordagem da mecânica
do cont́ınuo, a fim de capturar os efeitos da diminuição da escala. Observações experimen-
tais e simulações atômicas tem indicado que as propriedades mecânicas são senśıveis ao
tamanho das estruturas, quando essas se tornam muito pequenas. De modo que, sendo as
teorias clássicas independentes de escala, não poderiam prever esse comportamento. Por
outro lado, os modelos atômicos e moleculares são restritos às capacidades computacio-
nais. Assim tem-se recebido atenção o desenvolvimento de teorias cont́ınuas dependentes
do tamanho para a modelagem de estruturas e dispositivos em escalas menores.

Três abordagens principais da mecânica do cont́ınuo não-clássica tem sido desenvolvi-
das, modificadas e aplicadas para estudar o comportamento mecânico das micro e nanoes-
truturas [3]: teoria da elasticidade não-local de Eringen; teoria do gradiente da deformação;
teoria da tensão acoplada.

Nesse trabalho, são consideradas as modificações baseadas na teoria do gradiente de
deformação [3], [6], na qual três parâmetros materiais de comprimento interno extras
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relativos a escala l0, l1, e l2, aparecem em adição aos parâmetros clássicos, ou seja, módulo
de elasticidade (E) e coeficiente de Poisson (ν), e são responsáveis por capturar os efeitos
de escala. Essa teoria de elasticidade é uma extensão da teoria clássica de elasticidade,
incluindo termos de gradiente de deformação de ordem superior baseados na hipótese
que os materiais não podem ser modelados como uma coleção de pontos, mas devem ser
considerados como átomos com mecanismos de deformação de ordem superior em micro e
nanoescala [4].

O modelo de Timoshenko, deduzido a partir da teoria da elasticidade do gradiente da
deformação e prinćıpio de Hamilton, é apresentado em [3], [6], e descreve o deslocamento
tranversal w(t, x) e deslocamento angular φ(t, x), através das seguintes equações, dadas
em (1), para t ≥ 0 e 0 ≤ x ≤ L, utilizando-se a notação dois pontos sobrescritos para

indicar dupla derivação com relação à variável t e linhas ′, ′′, ′′′ e (iv) para indicar derivação
de ordem um, dois, três e quatro com relação a variável x,

ρAẅ(t, x) + (k3 + k4)w(iv)(t, x) + (k3 − 2k4)φ′′′(t, x)− k5(w′′(t, x)− φ′(t, x)) = f(t, x),

ρIφ̈(t, x) + k1φ
(iv)(t, x)− (k3 − 2k4)w′′′(t, x)− (k2 + k3 + 4k4)φ′′(t, x)− k5(w′(t, x)− φ(t, x)) = 0,

(1)
sendo

k1 = (2µl20 +
4

5
µl21)I, k2 = EI + 2µAl20,k3 =

1

4
µAl22, k4 =

8

15
µAl21, k5 = κµA, (2)

onde I, A, κ, µ e f(t, x) representam momento de inércia, área da seção transversal,
constante de cisalhamento, módulo de rigidez µ = G, e força transversal distribúıda,
respectivamente.

As condições de contorno preescritas nas extremidades x0 = 0 ou x0 = L, desconside-
rando forças e momentos externos são dadas por

(k3 + k4)∂
3w
∂x3
|(t,x0) + (k3 − 2k4)∂

2φ
∂x2
|(t,x0) − k5(∂w∂x − φ)|(t,x0) = 0 ou w|(t,x0) = 0,

(k3 + k4)∂
2w
∂x2
|(t,x0) + (k3 − 2k4)∂φ∂x |(t,x0) = 0 ou ∂w

∂x |(t,x0) = 0,

−k1
∂3φ
∂x3
|(t,x0) + (k3 − 2k4)∂

2w
∂x2
|(t,x0) + (k2 + k3 + 4k4)∂φ∂x |(t,x0) = 0 ou φ|(t,x0) = 0,

k1
∂2φ
∂x2
|(t,x0) = 0 ou ∂φ

∂x |(t,x0) = 0.

(3)

2 Formulação modal matricial

As equações dadas em (1), no caso de vibrações livres, podem ser escritas na formulação
matricial geral

Mv̈ + Kv = 0, v =

(
w(t, x)
φ(t, x)

)
. (4)

Supondo soluções exponencais em função das amplitudes espaciais

v(t, x) = eλtw(x), w(x) =

(
w(x)
φ(x)

)
, (5)
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resulta o problema quadrático de autovalor

(λ2M + K)w(x) = 0. (6)

o qual pode ser escrito como uma equação diferencial matricial de quarta ordem

K0w
(iv)(x) + K1w

′′′(x) + K2w
′′(x) + K3w

′(x) + K4w(x) = 0, (7)

com

K0 =

 k3 + k4 0

0 k1

 , K1 =

 0 k3 − 2k4

−(k3 − 2k4) 0

 ,

K2 =

 −k5 0

0 −(k2 + k3 + 4k4)

 , K3 =

 0 k5

−k5 0

 ,

K4 =

 λ2ρA 0

0 λ2ρI + k5

 .

(8)

3 Formulação adimensional

Considerando parâmetros adimensionais definidos como

X = x
L , W (X) = w(x)

L , Φ(X) = φ(x),

Ω2 = ρAω2L4

EI ; η = I
AL2 ; ξ1 = κGAL2

EI ;

ξ2 = k3+k4
EI , ξ3 = k3−2k4

EI , ξ4 = k2+k3+4k4
EI , ξ5 = k1

L2EI
,

(9)

as equações do problema espacial dadas em (7), tornam-se em uma formulação adimensi-
onal[

−ξ2 0
0 −ξ5

] [
W (iv)(X)
Φ(iv)(X)

]
+

[
0 −ξ3
ξ3 0

] [
W ′′′(X)
Φ′′′(X)

]
+

[
ξ1 0
0 ξ4

] [
W ′′(X)
Φ′′(X)

]
+

[
0 −ξ1
ξ1 0

] [
W ′(X)
Φ′(X)

]
+

[
Ω2 0
0 ηΩ2 − ξ1

] [
W (X)
Φ(X)

]
=

[
0
0

]
.

(10)

Suas respectivas condições de contorno dadas em (3), na forma adimensional preescritas
em X = 0 e X = 1, são descritas por

ξ2W
′′′ + ξ3Φ′′ − ξ1(W ′ − Φ) = 0 ou W = 0,

ξ2W
′′ + ξ3Φ′ = 0 ou W ′ = 0,

ξ5Φ′′′ + ξ3W
′′ + ξ4Φ′ = 0 ou Φ = 0,

ξ5Φ′′ = 0 ou Φ′ = 0.

(11)
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Observa-se que (10)-(11) se reduzem ao caso clássico quando ξ2 = ξ3 = ξ5 = 0 e ξ4 = 1.

4 Método da decomposição de Adomian modificado

O método da decomposição de Adomian (ADM) [1] é um método bastante conhecido
para resolver equações operacionais lineares ou não lineares, através de séries infinitas, sem
considerar técnicas que introduzem dificuldades computacionais ou hipóteses fisicamente
restritivas, tais como, linearização, perturbação, discretização, etc. Hsu et.al [2] utiliza-
ram o método da decomposição de Adomian modificado (AMDM) aplicado ao problema
de vibrações livres de vigas uniformes de Timoshenko, de modo que as duas equações dife-
renciais governantes do modelo tornam-se duas equações algébricas recursivas inicializadas
pelas condições de contorno na extremidade esquerda, e ao serem consideradas condições
de contorno na extremidade direita é posśıvel obter uma equação de frequência algébrica
simples.

4.1 Descrição básica da aplicação do AMDM

O método da decomposição de Adomian considera que um operador diferencial geral
dado seja decomposto em parte linear e não-linear, ou seja,

Fw(x) = Lw(x) +Rw(x)︸ ︷︷ ︸
linear

+Nw(x)︸ ︷︷ ︸
nonlinear

= 0, (12)

sendo L um operador linear inverśıvel considerado como o termo cuja derivada é a de
maior ordem. Resolvendo (12) para Lw(x)

w(x) = Ψ(x)− L−1[Rw(x) + Nw(x)], (13)

com Ψ(x) tal que LΨ(x) = 0. O AMDM consiste em expandir w(x) em séries infinitas
convergentes

w(x) =

[
w(x)
φ(x)

]
=


∞∑
k=0

c1,kx
k

∞∑
k=0

c2,kx
k

 =
∞∑
k=0

[
c1,k

c2,k

]
xk =

∞∑
k=0

ckx
k. (14)

E o termo não-linear expandido em termos dos polinômios denotados polinômios de
Adomian [1] Ak(c0, c1, ..., ck) , determinados recursivamente a partir de fórmulas es-
pećıficas,

Nw(x) =
∞∑

k=0

xkAk(c0, c1, ..., ck), Ak(c0, c1, ..., ck) =

[
A1,k(c1,0, c1,1, ..., c1,k; c2,0, c2,1, ..., c2,k)
A2,k(c1,0, c1,1, ..., c1,k; c2,0, c2,1, ..., c2,k)

]
. (15)

Tal método foi utilizado em [2] para o modelo de Timoshenko clássico, onde L = d2

dx2
e

desconsiderando-se termos não-lineares. Na seção a seguir a formulação é extendida para
o caso do modelo não-local de Timoshenko onde L = d4

dx4
.
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4.2 AMDM aplicado ao modelo não-local gradiente de deformação de
Timoshenko

Considerando o sistema de equações dado em (10) escrito na forma

w(iv)(X) + Qw′′′(X) + Rw′′(X) + Sw′(X) + Tw(X) = 0. (16)

Nesse caso L = d4

dX4 , então L−1[·] =
∫ X

0

∫ X
0

∫ X
0

∫ X
0 [·] dX dX dX dX. Expandindo

w(x) em séries convergentes

w(X) =

[
W (X)
Φ(X)

]
=
∞∑
k=0

ckX
k, (17)

substituindo em (16) e resolvendo em Lw obtém-se

w(X) = Ψ(X)− L−1

( ∞∑
k=0

(k+3)!
k!

Qck+3 +
(k+2)!

k!
Rck+2 + (k + 1)Sck+1 + Tck

)
Xk

= c0 + c1X + c2
X2

2!
+ c3

X3

3!
−
[ ∞∑
k=0

(
(k+3)!

k!
Qck+3 +

(k+2)!
k!

Rck+2+

+ (k + 1)Sck+1 + Tck

) Xk+4

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

]
.

(18)

E então, coletando nas potências de x

c0 = w(0) =

[
W (0)
Φ(0)

]
, c1 = w′(0) =

[
W ′(0)
Φ′(0)

]
, c2 = w′′(0) =

[
W ′′(0)
Φ′′(0)

]
, c3 = w′′′(0) =

[
W ′′′(0)
Φ′′′(0)

]
,

(19)

e para k = 4, 5, ....

ck =
−[(k − 1)(k − 2)(k − 3)Qck−1 + (k − 2)(k − 3)Rck−2 + (k − 3)Sck−3 + Tck−4]

k(k − 1)(k − 2)(k − 3)
. (20)

Na prática a série é truncada, de modo a ser obtida uma aproximação com n termos

w(X)=̇ϕ[n](X) =

[
W [n](X)

Φ[n](X)

]
=

n−1∑
k=0

ckX
k. (21)

Visto que c0, c1, c2, e c3, serão apenas parcialmente determinadas pelas condições
de contorno em X = 0, considera-se ck = Pka, com a = [a1 a2 a3 a4]T , e as primeiras
quatro P′ks serão determinadas por essas condições de contorno.

No caso da viga bi-apoiada, das condições em X = 0, W (0) = Φ′(0) = W ′′(0) =
Φ′′′(0) = 0, tem-se

P0 =

[
0 0 0 0
1 0 0 0

]
, P1 =

[
1 0 0 0
0 0 0 0

]
, P2 =

[
0 0 0 0
0 0 1 0

]
, P3 =

[
0 0 0 1
0 0 0 0

]
,

(22)
e de (20), para k = 4, 5, 6...

Pk =
−[(k − 1)(k − 2)(k − 3)QPk−1 + (k − 2)(k − 3)RPk−2 + (k − 3)SPk−3 + TPk−4]

k(k − 1)(k − 2)(k − 3)
(23)
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Agora, das condições de contorno em X = 1
0 0
0 0
0 0
0 1


︸ ︷︷ ︸

C3

[
W ′′′(1)
Φ′′′(1)

]
+


0 0
0 0
1 0
0 0


︸ ︷︷ ︸

C2

[
W ′′(1)
φ′′(1)

]
+


0 0
0 1
0 0
0 0


︸ ︷︷ ︸

C1

[
W ′(1)
φ′(1)

]
+


1 0
0 0
0 0
0 0


︸ ︷︷ ︸

C0

[
W (1)
φ(1)

]
=


0
0
0
0

 ,

(24)

resulta o sistema F [n](Ω)a = 0, com

F [n](Ω) =
n−4∑
k=0

(k + 3)(k + 2)(k + 1)C3Pk+3 +
n−3∑
k=0

(k + 2)(k + 1)C2Pk+2+

+
n−2∑
k=0

(k + 1)C1Pk+1 +
n−1∑
k=0

C0Pk,

(25)

e então as frequências adimensionais Ωi são obtidas resolvendo a equação de frequência
det(F [n](Ω)) = 0.

O i-ésimo modo de vibração associado a i-ésima frequência Ωi é dado por

ϕ
[n]
i (X) =

[
W

[n]
i (X)

Φ
[n]
i (X)

]
=

n−1∑
k=0

c
[i]
k X

k =
n−1∑
k=0

Pk(Ωi)aX
k. (26)

5 Resultados numéricos

Na Tabela 1 são apresentadas as frequências naturais adimensionais para o modelo
não-local gradiente de deformação de Timoshenko (TBSG) com diferentes configurações,
considerando os parâmetros adimensionais estimados pelos parâmetros dimensionais for-
necidos na literatura [5], considerando a simplificação l = l0 = l1 = l2 = 17.6µm, variando
h = αl (α = 1, 4, 8, 10), comparativamente com o caso clássico cujas frequências adimen-
sionais não dependem de h, quando L e b são considerados múltiplos de h, L = 20h e
b = 2h.

6 Conclusões

O modelo não-local de Timoshenko baseado na teoria do gradiente de deformação foi
formulado matricialmente considerando parâmetros adimensionais. O AMDM foi apli-
cado como uma extensão do mesmo método aplicado ao caso clássico de Timoshenko [2].
Verificou-se, em concordância com o constatado na literatura [6], que os resultados obti-
dos pelo caso considerando os efeitos da teoria do gradiente de deformação apresentam
maior diferença daqueles obtidos pelo caso clássico quando a espessura h é comparável ao
parâmetro material de comprimento interno h = l. Quando h torna-se maior em relação
l os resultados tendem aos resultados do caso clássico. Isso se justifica pela análise dos
parâmetros adimensionais, pois quando h torna-se maior que l os parâmetros ξ2, ξ3 e ξ5

tendem a zero e ξ4 tende a 1, o que corresponde ao caso clássico.
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Caso Frequências naturais adimensionais Ωi

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

A) TBSG (h = l) (n=30) 44.15 156.76 309.67 504.50 525.42
A) TBSG (h = l) (n=50) 44.15 156.76 309.66 491.56 701.71
B) TBSG (h = 4l) (n=30) 14.95 58.73 128.47 213.62 710.77
B) TBSG (h = 4l) (n=50) 14.95 58.73 128.47 220.33 330.41
C) TBSG (h = 8l) (n=30) 11.34 44.82 98.94 166.14 712.44
C) TBSG (h = 8l) (n=50) 11.34 44.82 98.94 171.53 260.15
D) TBSG (h = 10l) (n=30) 10.82 42.80 94.58 159.02 711.57
D) TBSG (h = 10l) (n=50) 10.82 42.80 94.58 164.19 249.35
E) TB Clássico(n=30) 9.83 38.94 86.17 630.99 3098.38
E) TB Clássico(n=50) 9.83 38.94 86.18 149.91 228.17

A)ξ1 = 2000, η = 0.0002, ξ2 = 4.7, ξ3 = −4.9, ξ4 = 27.3, ξ5 = 0.0035,
B)ξ1 = 2000, η = 0.0002, ξ2 = 0.3, ξ3 = −0.3, ξ4 = 2.64, ξ5 = 0.00021,
C)ξ1 = 2000, η = 0.0002, ξ2 = 0.07, ξ3 = −0.076, ξ4 = 1.41, ξ5 = 0.00005,
D)ξ1 = 2000, η = 0.0002, ξ2 = 0.04, ξ3 = −0.04, ξ4 = 1.26, ξ5 = 0.00003,
E)ξ1 = 2000, η = 0.0002

Tabela 1: Frequências naturais adimensionais para viga bi-apoiada, modelo gradiente de
deformação, variando espessura h, e modelo clássico de Timoshenko.
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