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Resumo. Neste trabalho foi feito um estudo detalhado de aproximacoes por Minimos
Quadrados em espagos vetoriais ortogonais. Em particular, foi feito o desenvolvimento ma-
temdtico para se obter a melhor aproximagcao da funcao f no espago W, gerado pelas fungoes
1,cost, cos(2t), ..., cos(nt),...,sent,sen(2t),...,sen(nt), ..., utilizando um produto interno
apropriado. Tal fun¢ao é denominada série de Fourier de f. Por fim, foi aplicado os conceitos
estudados na obtenc¢ao da solugao de um oscilador harmonico.
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1 Introducao

Muitas vezes, os sistemas lineares oriundos de um modelo matematico pode nao apre-
sentar solucao devido as aproximacoes feitas durante a modelagem do problema. Nessas
sistuacoes, a Algebra Linear fornece a melhor solucao para o problema por minimos qua-
drados, [1,2]. Neste trabalho, dada uma fungao f e um espago ortogonal W gerado pelas
funcgoes 1, cost, cos(2t), ..., cos(nt),. .., sent, sen(2t),...,sen(nt), ..., através do processo
de minimos quadrados obtém-se a série de Fourier de f, que é a melhor funcdo g € W,
tal que || f — ¢g|| é minima, [4]. Fungbes ortogonais, assim como as séries de Fourier, tem
importancia especial e aparecem em vérias aplicacoes fisicas modeladas por equacgoes di-
ferenciais funcionando como ferramentas especiais em suas resolugoes, [3].

2 Obtencao da Série de Fourier e Aplicacao

Sejam V o espago vetorial das fungoes reais continuas e f € V. Pelo Teorema da
Melhor Aproximagao, se W C V for um subespago de dimenséo finita com produto interno

(91,92) = f027r g1(t)g2(t)dt, entao a projw f € W satisfaz ||f — projw f|| < ||f — h|| para
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qualquer fungdo h € W distinta de projw f. Este teorema, cuja demonstracao pode ser
vista em [1], garante que a projegao de f em W é a funcdo que melhor se aproxima de f
em W. Por outro lado, se B = {go, g1, .., g2n} ¢ uma base ortonormal de W e f ¢ W,
entdo projw f =< f,g0 > go+ < f,91 > g1 + ...+ < f, g2n > gon, [1].

Utilizando o conjunto B = {1, cost, cos(2t), ..., cos(nt), sent, sen(2t), ..., sen(nt)}, pri-
meiramente verificou-se que esta é uma base ortogonal do espaco W, o que pode ser
feito aplicando o processo de Gram-Schmidt ou apenas calculando o produto interno
entre as fungoes ¢o(t) = 1, ¢n(t) = cos(nt), om(t) = cos(mt), pn(t) = sen(nt) e

©m(t) = sen(mt). Apds isso, as fungoes foram normalizadas dando origem & seguinte
base ortonormal B’ = {g0,91,---,9n,9n+1,---gon} onde gg = \/#2?,91 = %,...,gn =
cos(nt) _ sent __ sen(nt)

v y In+1 —fa--wgn— Jr
Utilizando a base ortonormal B’, foi possivel escrever proyW =<,

ﬁ\

1
f, —=cost > \Fcost%— < f - cos(2t) fcos(Qt)—l— A< f cos(nt) fcos( nt)+ <
fs fsent > fsent—i— < f, fsen(Qt) fsen(Qt) +...+<f, fsen(nt) fsen(nt)

Calculando os produtos internos e colocando os termos comuns em evidéncia, conclui-
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1
se que projwf = a4 Zakcos(kt) + Zbksen(kt), onde ay = — ftydt, ar =
2 T Jo

k=1 k=1
1 2w 1 2
— f(t)cos(kt)dt, b, = — f(t)sen(kt)dt. Os nimeros ag,ai,...,an,b1,ba, ... by
T Jo T Jo
s@0 os 2n primeiros coeficientes de Fourier de f, [1].

O estudo feito foi aplicado na resolugdo do oscilador y” + w?y = r(t), onde r(t) =
(t+m),se —m <t <0,our(t)=—-t+m se0 <t < m Para isso, primeiramente,
verificou-se que a aproximacao da funcdo r em séries de Fourier é r(t) = 5 + %cost +
%cos(?ﬂi) + %003(515) + ... e, a partir dai, aplicou-se o principio da superposicao de
solucoes de sistemas de equagoes diferenciais de segunda ordem para obter a solucao total
y(t) = crcos(wt) + casen(wt) + 55 + ( 1/9 (3t) + 1/251 (5t) + ) que
¢é dada pela soma da solugao particular com a solu(;ao homogenea.
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