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Resumo. Neste trabalho são utilizados os métodos de fatorização e supersimetria em
mecânica quântica para estudar a part́ıcula livre tridimensional. Através desse estudo,
notamos que há a possibilidade da construção da hierarquia de hamiltonianos e com isso
a solução através dos métodos mais comumente apresentados na literatura é recuperada.
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1 Introdução

Poços de potenciais podem ser utilizados para descrever desde moléculas biológicas até
estruturas eletrônicas, como exemplo podemos citar modelos de estruturas semiconduto-
ras, geralmente contrúıdas por arseńıdio de gálio (GaAs) [1].

Tradicionalmente em livros de mecânica quântica [3] o estudo da part́ıcula livre 3D
é tratado resolvendo-se diretamente a equação de Schrödinger, ou seja, determinando as
autofunções e autovalores através da resolução direta dessa equação diferencial de segunda
ordem. No presente trabalho é mostrado o uso dos métodos de fatorização e supersimetria
para a solução da equação diferencial que descreve esse sistema. Como esperado, os
resultados são análogos àqueles obtidos por outros métodos.

O formalismo resultante da Mecânica Quântica Supersimétrica [2], tem sido usado com
muito sucesso na análise tanto de problemas quânticos quanto de problemas biológicos [10];
no tratamento de potenciais exatamente, [15], e parcialmente solúveis, [4].

2 Métodos de fatorização e supersimetria em mecânica quântica

Uma maneira geral de escrever o hamiltoniano da equação de Shrödinger é

Hψ(x) = εψ(x).
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Quando o método de fatorização é utilizado para obter as soluções da equação de
Schrödinger, o hamiltoniano é substitúıdo pela combinação de dois operadores diferenciais
de primeira ordem. Então, dado um operador diferencial de segunda ordem, o objetivo do
método é encontrar dois operadores [11,13]

A =
d

dx
+ β(x) e A† = − d

dx
+ β(x), (1)

de modo que o hamiltoniano possa ser escrito como

H =
d2

dx2
+ V (x) = A†A+ ε, (2)

em que ε e conhecida como energia de fatorização (comparável à energia do sistema).
Substituindo (1) em (2), a equação de Ricatti é

β2(x)− β′
(x) + ε = V (x), (3)

em que β
′
(x) é a derivada de primeira ordem da função β(x). Uma vez encontrada a

solução para a equação (3), a função β(x) leva às funções de onda através de

ψ(x) ∝ e−
∫ x β(y)dy. (4)

Quando se utiliza o formalismo da supersimetria em mecânica quântica [14] para estu-
dar sistemas descritos pela equação de Schrödinger, os dois operadores de primeira ordem,
citados anteriormente, são conhecidos como operadores bosônicos escritos em termos do
superpotencial w1(x) da forma

a1 =
d

dx
+ w1(x) e a†1 = − d

dx
+ w1(x). (5)

O hamiltoniano supersimétrico HSS é dado por

Hss =

(
a†1a1 0

0 a1a
†
1

)
=

(
H1 0
0 H2

)
(6)

em que H1 e H2 são hamiltonianos companheiros supersimétricos. Há uma relação direta
entre esses hamiltonianos e suas autofunções e autovalores, dada por,

ψ
(1)
n+1(x) ∝ a†1ψ

(2)
n (x), ψ(2)

n (x) ∝ a1ψ(1)
n+1(x) (7)

E
(1)
n+1 = E(2)

n (8)

com E
(1)
0 = 0, (n = 0, 1, ...).

A partir de (6) tem-se a equação de Riccati,

w2(x)− w′
(x) + E

(1)
0 = V (x), (9)
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Este processo pode ser repetido n vezes, criando uma hierarquia de hamiltonianos,
escritos de forma geral como,

Hn = a†nan, (10)

com

an =
d

dx
+ wn(x) e a†n = − d

dx
+ wn(x). (11)

A supersimetria permite relacionar todos os n membros da hierarquia, de acordo com

ψ(1)
n (x) ∝ a†1a

†
2...a

†
nψ

(n+1)
0 (x), (12)

E(1)
n = E

(n+1)
0 (13)

em que as autofunções ψ
(1)
n (x) são normalizáveis.

3 Part́ıcula livre tridimensional

O potencial do poço quadrado infinito tridimensional, que descreve uma part́ıcula
livre, pode ser escrito matematicamente como

V (r) =

{
0, if 0 ≤ r ≤ L;
∞, if r > L.

(14)

Para a part́ıcula sob a ação desse potencial (14) a equação de Schrödinger radial
[3], fazendo por simplicidade ~ = 2µ = 1 e introduzindo a função φ(r) de acordo com:

R(r) = φ(r)
r . Como de costume l é o número quântico de momento angular. Tem-se

−[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
]
φ(r)

r
− εφ(r)

r
= 0. (15)

3.1 Solução Via Método de Fatorização

De maneira geral, a fatorização do hamiltoniano da Eq.(15) resulta na seguinte
equação de Ricatti

β2n,l(r)− β
′
n,l(r) + εn,l =

l(l + 1)

r2
. (16)

As soluções aqui obtidas, são as funções conhecidas como funções eféricas de Bessel
(jl(br)) dividas por r. Assim temos os superpotenciais

βn,l(r) = −bn,l
jn,l+1(bn,lr)

jn,l(bn,lr)
, (17)

com autovalores de energia dados por

εn,l = b2n,l, (18)

e autofunções da forma

φn,l(r) = N
jn,l(bn,lr)

r
. (19)
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3.2 Solução Via Supersimetria em Mecânica Quântica

A Eq. (16) pode ser resolvida para diferentes valores de l. Para l = 0, matemati-
camente, retorna-se ao problema do poço de potencial quadarado infinito apresentado na
seção II. Para l = 1 obtém-se como superpotencial a função

w1(r) =
1

r
− b2r sin(br)

sin(br)− br cos br
, (20)

como o autovalor de energia

E
(1)
0 = b2, (21)

e como autofunção para este estado

R(r) =
sin(br)

b2r
− cos(br)

b
(22)

Para encontrar o valor de b, basta aplicar as condições de contorno na autofunção (22),
ou seja,

lim
r→0

R(r) = 0; (23)

lim
r→L

R(r) = 0. (24)

Este procedimento conduz à seguinte equação transcendental

bL cos(bL) = sin(bL). (25)

As soluções para Eq. (25) podem ser obtidas através de métodos gráficos, para um
exemplo numérico, pode-se usar L = 1, então os dois primeiros valores para b são 4.493
e 7.725. Como este valor refere-se ao estado de mais baixa energia e b está diretamente
relacionado com a energia deste estado, escolhe-se o menor valor para esta constante.

Seguindo no procedimendo usual [2,8], encontramos a hierarquia de hamiltonianos, ou
seja, para l ≥ 0, as soluções com n = 0, 1, ..., são dadas por

wn+1,l(r) = −
ā1...ān

jn,l(bn,lr)
r

a1...an
jn,l(bn,lr)

r

, (26)

em que an = d
dr +wn(r) são os operadores bosônicos e ān = d2

dr2
+ d

drwn(r). Os autovalores
de energia são dados por

E
(1)
n−1,l = b2n,l, (27)

e as autofunções tem a forma

φn−1,l(r) = Na1...an
jn,l(bn,lr)

r
. (28)

Em que os valores de bn,l são determinados através da aplicação das condições de contorno
na Eq. (28). As soluções são encontradas através de métodos gráficos e algumas soluções
estão dispostas na tabela (1), com n = 1, 2, ... correspondendo às soluções aceitáveis.

Para o problema original, as autofunções são

φn,l(r) = N
jn,l(bn,lr)

r
. (29)
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Tabela 1: Valores das ráızes das funções esféricas de Bessel.

Estado bn,l
1s 3.142

1p 4.493

1d 5.763

2s 6.283

1f 6.988

2p 7.725

4 Conclusão

Neste trabalho, utilizou-se os métodos de fatorização e de supersimetria em mecânica
quântica para estudar a equação de Schrödinger para a part́ıcula livre. Os resultados
obtidos com este estudo mostraram correspondência com os encontrados na literatura [3].

Os resultados apresentados na tabela (1) expressam números quânticos (valores que
definem a quantidade de energia do elétron) para alguns subńıveis de energia. É através
desses números que é posśıvel caracterizar um átomo.

Apesar da simplicidade dos métodos utilizados neste trabalho, eles se mostram bas-
tante úteis, tendo sido aplicadas em vários contextos com êxito. Através dos resultados
obtidos, vemos que a abordagem proposta pode ser proveitosamente usada para o estudo
de problemas envolvendo sistemas tridimensionais.
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