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Resumo. Neste trabalho sao utilizados os métodos de fatorizagao e supersimetria em
mecanica quantica para estudar a particula livre tridimensional. Através desse estudo,
notamos que ha a possibilidade da construgao da hierarquia de hamiltonianos e com isso
a solugao através dos métodos mais comumente apresentados na literatura é recuperada.
Palavras-chave. fatorizacao, supersimetria, poco de potencial tridimencional.

1 Introducao

Pocos de potenciais podem ser utilizados para descrever desde moléculas bioldgicas até
estruturas eletronicas, como exemplo podemos citar modelos de estruturas semiconduto-
ras, geralmente contruidas por arsenidio de gélio (GaAs) [1].

Tradicionalmente em livros de mecéanica quantica [3] o estudo da particula livre 3D
¢é tratado resolvendo-se diretamente a equacao de Schrodinger, ou seja, determinando as
autofuncoes e autovalores através da resolucao direta dessa equacao diferencial de segunda
ordem. No presente trabalho é mostrado o uso dos métodos de fatorizacao e supersimetria
para a solucdo da equacao diferencial que descreve esse sistema. Como esperado, os
resultados sao analogos aqueles obtidos por outros métodos.

O formalismo resultante da Mecéanica Quantica Supersimétrica [2], tem sido usado com
muito sucesso na andlise tanto de problemas quanticos quanto de problemas biolégicos [10];
no tratamento de potenciais exatamente, [15], e parcialmente soliveis, [4].

2 Meétodos de fatorizacao e supersimetria em mecanica quantica

Uma maneira geral de escrever o hamiltoniano da equacao de Shrodinger é
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Quando o método de fatorizacao é utilizado para obter as solugoes da equacao de
Schrodinger, o hamiltoniano é substituido pela combinacao de dois operadores diferenciais
de primeira ordem. Entao, dado um operador diferencial de segunda ordem, o objetivo do
método é encontrar dois operadores [11,13]

d d
A= _— /| — 1
4B e o+ B(a), (1)
de modo que o hamiltoniano possa ser escrito como

d2
_ — gt
H—@'}‘V(I)—AA-}-E, (2)
em que € e conhecida como energia de fatorizacdo (compardvel & energia do sistema).
Substituindo (1) em (2), a equacao de Ricatti é

B (a) = B'(z) + ¢ = V(a), (3)

em que (' (z) é a derivada de primeira ordem da funcdo S(x). Uma vez encontrada a
solugao para a equagao (3), a fungao B(z) leva as fungoes de onda através de

W(z) o e” J*By)dy. (4)

Quando se utiliza o formalismo da supersimetria em mecéanica quéantica [14] para estu-
dar sistemas descritos pela equacao de Schrodinger, os dois operadores de primeira ordem,
citados anteriormente, sao conhecidos como operadores bosonicos escritos em termos do
superpotencial wj (z) da forma

=2 b 6

a=—+wi(xr) e a

dx

O hamiltoniano supersimétrico Hgg é dado por

.|.
a1 aq 0 Hl 0
Hy=| " = 6
( 0 alaJ{ ) < 0 H; ) (6)

em que H; e Hy sao hamiltonianos companheiros supersimétricos. H4 uma relacao direta
entre esses hamiltonianos e suas autofungoes e autovalores, dada por,

v (@) o al g2 (2), 62 (2) o ), (@) (7)
Eg«gl = Eff) (8)

com E(()I) =0,(n=0,1,...).
A partir de (6) tem-se a equacao de Riccati,

w(z) —w'(2) + B = V(2), (9)
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Este processo pode ser repetido n vezes, criando uma hierarquia de hamiltonianos,
escritos de forma geral como,

H, = ailan, (10)

com
an = %—i—wn(a:) e agz—%+wn(;p). (11)
A supersimetria permite relacionar todos os n membros da hierarquia, de acordo com
LZJ,(LI)(x) x a];a;..a;w(()nﬂ)(x), (12)
EY = B (13)

~ 1 ~ P
em que as autofungoes %(L )(x) sao normalizdveis.

3 Particula livre tridimensional

O potencial do poco quadrado infinito tridimensional, que descreve uma particula
livre, pode ser escrito matematicamente como

i <r</L:
V(r):{ 0, if 0<r<1L;

oo, if r> L.
Para a particula sob a agdo desse potencial (14) a equacao de Schrodinger radial
[3], fazendo por simplicidade i = 2 = 1 e introduzindo a fungao ¢(r) de acordo com:

(14)

R(r) = ¢0) " Como de costume I é o niimero quantico de momento angular. Tem-se

? 2d I(1+1),¢(r) o(r)
7[W rdr 12 ]7‘ Ty

= 0. (15)

3.1 Solugao Via Método de Fatorizagao

De maneira geral, a fatorizacdo do hamiltoniano da Eq.(15) resulta na seguinte
equacao de Ricatti
/ I(1+1)
2
n,l(r) - ﬂn,l(r) +enl = 2
As solugtes aqui obtidas, sdo as fungoes conhecidas como func¢des eféricas de Bessel
(ji(br)) dividas por r. Assim temos os superpotenciais

. (16)

jn,l+1(bn,lr)

Br(r) = =ty G (bpar) 1)
com autovalores de energia dados por
€nt = by, (18)
e autofuncgoes da forma
(1) = Nj”J(i”’”). (19)
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3.2 Solucgao Via Supersimetria em Mecanica Quantica

A Eq. (16) pode ser resolvida para diferentes valores de . Para [ = 0, matemati-
camente, retorna-se ao problema do poco de potencial quadarado infinito apresentado na
secao II. Para [ = 1 obtém-se como superpotencial a funcao

1 b2r sin(br)

- - _ 2
wi(r) r sin(br) — br cosbr’ (20)

como o autovalor de energia
B =12, (21)

e como autofuncao para este estado

sin(br)  cos(br)

R(r) = 22
(=51 -2 (22
Para encontrar o valor de b, basta aplicar as condigoes de contorno na autofungao (22),
ou seja,
lim R(r) = 0; (23)
r—0
lim R(r) = 0. (24)
r—L
Este procedimento conduz a seguinte equacao transcendental
bL cos(bL) = sin(bL). (25)

As solugoes para Eq. (25) podem ser obtidas através de métodos graficos, para um
exemplo numérico, pode-se usar L = 1, entao os dois primeiros valores para b sao 4.493
e 7.725. Como este valor refere-se ao estado de mais baixa energia e b estd diretamente
relacionado com a energia deste estado, escolhe-se o menor valor para esta constante.

Seguindo no procedimendo usual [2,8], encontramos a hierarquia de hamiltonianos, ou

seja, para [ > 0, as solugoes com n = 0,1, ..., sao dadas por
— - ]n l(bn lr)
ay...Qn ="
Wni1 (1) =~y (26)
1. Q=2

T

- . _ 2
em que a, = d% + wy,(r) sao os operadores bosonicos e a, = j? + %wn(r). Os autovalores
de energia sao dados por

1
Ev(m—)l,l = bi,la (27)
e as autofungoes tem a forma
i1 (b, 17
bn14(r) = Nal...anjn’(rn’). (28)

Em que os valores de b, ; sao determinados através da aplicacao das condicoes de contorno

na Eq. (28). As solugdes sao encontradas através de métodos graficos e algumas solugoes

estao dispostas na tabela (1), com n = 1,2, ... correspondendo as solugoes aceitaveis.
Para o problema original, as autofungoes sao

bna(r) = NP1 Cnt) (29)
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Tabela 1: Valores das rafzes das funcdes esféricas de Bessel.

Estado | by
1s 3.142
1p 4.493
1d 5.763
2s 6.283
1f 6.988
2p 7.725

4 Conclusao

Neste trabalho, utilizou-se os métodos de fatorizacao e de supersimetria em mecanica
quantica para estudar a equacao de Schrodinger para a particula livre. Os resultados
obtidos com este estudo mostraram correspondéncia com os encontrados na literatura [3].

Os resultados apresentados na tabela (1) expressam nimeros quanticos (valores que
definem a quantidade de energia do elétron) para alguns subniveis de energia. E através
desses niimeros que é possivel caracterizar um atomo.

Apesar da simplicidade dos métodos utilizados neste trabalho, eles se mostram bas-
tante uteis, tendo sido aplicadas em vérios contextos com éxito. Através dos resultados
obtidos, vemos que a abordagem proposta pode ser proveitosamente usada para o estudo
de problemas envolvendo sistemas tridimensionais.
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