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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma forma traço associada ao subcorpo maximal
real de Q(ζm). A forma traço é de suma importância para a obtenção de reticulados com alta
densidade de empacotamento esférico, uma vez que a minimização desta forma, a qual é uma
forma quadrática, fornece o raio de empacotamento do reticulado e isto tem um aplicação
direta na teoria da informação. Com relação à corpos ciclotômicos e seus subcorpos, a única
forma traço conhecida refere-se à extensão Q(ζm)/Q [3].
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1 Introdução

A teoria dos reticulados vem sendo bastante utilizada na área das telecomunicações,
mais especificamente em teoria da informação, uma vez que constelações de sinais tendo
a estrutura de reticulados tem sido estudadas como um meio eficiente de transmissão que
minimizam a probabilidade de erros em canais de comunicação. Usualmente, o problema
de encontrar boas constelações de sinais para o canal do tipo AWGN - Additive White
Gaussian Noise está associado à busca por reticulados com alta densidade de empacota-
mento [2]. Os reticulados obtidos via teoria algébrica de números vem apresentando um
impacto positivo na construção de códigos reticulados [1, 3].

2 Exposição do problema

Se K é um corpo de números de grau n, então existem n Q-homomorfismos distintos
{σ1, σ2, · · · , σn} do corpo K no corpo C (complexos). O homomorfismo σ : K → Rn

definido por σ(x) = (σ1(x), · · · , σn(x)) é chamado homomorfismo de Minkowski, onde
n é o grau da extensão Q ⊆ K, e se A ⊆ K é um Z-módulo livre, então σ(A) é um
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reticulado. Neste trabalho, K = Q(ζm + ζ−1m ) (m = 5 ou m ≥ 7) é o subcorpo maximal
real do corpo ciclotômico Q(ζm), em que ζm é uma raiz primitiva m-ésima da unidade e
n = [Q(ζm) : Q] = ϕ(m), com ϕ a função de Euler. Neste caso, se OK é o anel dos inteiros
algébricos do corpo K, entãoOK = Z[ζm+ζ−1m ]. Nosso objetivo é apresentar uma expressão

fechada para a forma traço TrK/Q(xx) =
∑n

2
j=1 σj(xx), em que x ∈ A ⊆ OK, A é um ideal

de OK e x é o conjugado complexo de x. Dados m = pa11 · · · pass , a decomposição de m em

fatores primos, P = p1 · · · ps, x = a0+
∑n

2
−1

j=1 ajαj ∈ A ⊆ OK, em que αj = ζjm+ζ−jm , segue
que x = x. Para j = 0, 1, · · · , n2−1, se definirmos Aj = a1aj+1+a2aj+2+· · ·+an

2
−1−jan

2
−1

e Bj =
∑

k∈I akaj−k, em que I = {k ∈ N; 1 ≤ k < j − k ≤ n
2 − 1}, temos que
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2a

2
0 + n

∑n
2
−1

j=1 a
2
j + 2m

P a0µ(P )
∑ϕ(P )

2
−1

k=1 amk
P
.ϕ((k, P )).µ((k, P ))

+2m
P µ(P )

∑ϕ(P )
2
−1

k=1 Amk
P
.ϕ((k, P )).µ((k, P ))

+2m
P µ(P )

∑
k∈J Bmk

P
.ϕ((k, P )).µ((k, P ))

+m
P µ(P )

∑
k∈L a

2
mk
2P
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em que (k, P ) = mdc(k, P ), J = {k ∈ N; máx{1, 3Pm } ≤ k ≤ ϕ(P )− 1}, L = {k ∈ N; 1 ≤
k ≤ ϕ(P ) e mk

2P ∈ Z} e µ é a função de Möbius. Como K é um corpo totalmente real, dado
x ∈ A ⊆ OK temos que ||σ(x)||2 = TrK/Q(xx) [2] e, consequentemente, o raio de empa-

cotamento do reticulado σ(A) é dado por ρ(σ(A)) =
1

2

√
min{TrK/Q(xx), x ∈ A, x 6= 0}.

Associado a isto, a densidade de empacotamento do reticulado depende da minimização da

forma traço, uma vez que a densidade de centro é dada por δ(σ(A)) =
1

2n
√
|dK|

tn/2

|N(A)|
, em

que dK é o discriminante do corpo K, N(A) é a norma do idealA e t = min{TrK/Q(xx), x ∈
A, x 6= 0}. Assim, dispomos de uma importante ferramenta para a construção de reticu-
lados com altas densidades de empacotamento representando assim constelações de sinais
que são eficientes para o canal do tipo AWGN - Additive White Gaussian Noise. A pes-
quisa referente ao tema está em andamento e o resultado obtido é parcial, uma vez que
pretendemos usar o resultado para construir reticulados densos, além disso pretendemos
também generalizar o resultado para outros subcorpos de corpos ciclotômicos.
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