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Resumo. Grafos Q-integrais sao grafos cujo espectro em relacao a matriz laplaciana sem
sinal é constituido somente por nimeros inteiros. A caracterizagao geral dos grafos com esta
propriedade é um problema bem dificil. Ao mesmo tempo que se busca grafos Q-integrais
também é interessante encontrar operagoes que preservem a @-integralidade dos grafos, ou
seja, operagoes que quando aplicadas em grafos Q-integrais gerem novos grafos Q-integrais.
Sabemos que os grafos completos sao Q-integrais [1]. Nossa contribui¢do consiste em mostrar
que a operagao grafo total quando aplicada em um grafo completo preserva a @-integralidade
do mesmo, ou seja, gera um novo grafo Q-integral.
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1 Introducao

Um dos topicos de pesquisa em Teoria Espectral de Grafos é o dos grafos integrais.
Isto é, grafos cujo espectro em relagao a matriz de adjacéncia é constituido somente por
nuimeros inteiros. O interesse por grafos com esta propriedade teve inicio em 1974, quando
Harary e Schwenk publicaram o artigo [3], no qual, os autores observaram que uma caracte-
rizagao geral destes grafos parecia um problema bem complicado. Devido a isso, a procura
por grafos integrais é feita dentro de classes especiais de grafos. Posteriormente, outros
autores estudaram os grafos laplaciano integrais, ou seja, aqueles com espectro relativo a
matriz laplaciana formado exclusivamente por inteiros. Nos tltimos anos, um problema
andlogo para matriz laplaciana sem sinal (denotada por () vem sendo estudado. Nosso
objetivo é buscar grafos Q-integrais, isto é, grafos cujo espectro em a relagdo a matriz )
¢é formado apenas por inteiros. Nossa contribuicao consiste em mostrar que a operagao
grafo total quando aplicada em um grafo completo preserva a Q-integralidade do mesmo.
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2 Grafo total

Neste trabalho consideraremos apenas grafos simples G = (V, E) com n vértices. O
grafo denotado por K, é o grafo com n vértices, onde cada vértice é ligado a todos os
outros. A matriz laplaciana sem sinal de um grafo G é denotada por Q(G), tal que a
entrada ¢;; ¢ dada por:

d(v;), sei=j,
qij = 1’ se {’L',j}GE,
0, caso contrario.

A seguir definiremos a operagao grafo total e para maiores detalhes veja [2].

Definigio 2.1. O grafo total de G = (V,E) € dado por T(G) = (V',E') em que V' =
VUE. Dois vértices distintos u,v € V' sdo adjacentes em T(G) se uma das trés condigdes
abairo acontecer:

i) u,v €V e{u,v} € E;

i) u,v € E e u e v sao incidentes a um mesmo vértice em G

i) ue V veE ev éincidente a uw em G;

As figuras 1 e 2 abaixo ilustram a operacao grafo total aplicada em Kj.

€3 €2

U3 V2
€1

Figura 1: K3 Figura 2: T(K3)
O resultado abaixo é a nossa contribui¢ao que garante a preservacao da Q-integralidade

de K, quando a operagao grafo total é efetuada no mesmo.

Teorema 2.1. Para todo n > 3, temos que T(K,,) € Q-integral. Além disso, os autova-
lores de Q(T(Ky,)) sdo 2n — 4, 3n — 5 e 4n — 4 com multiplicidades % ,nel,
respectivamente.
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