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Resumo. Dado um grafo G, a Matriz de Adjacência A(G), a Matriz Laplaciana L(G),
a Matriz Laplaciana Normalizada L(G) e a Matriz Laplaciana Sem Sinal Q(G) são estu-
dadas visando a descoberta de novas propriedades do grafo. Neste trabalho apresentamos
resultados de entrelaçamento de autovalores para essas quatro matrizes relativos a operação
de subdivisão de uma aresta de G, e exemplos de que estas são as melhores desigualdades
posśıveis. Além disso, apresentamos um resultado de entrelaçamento de autovalores para a
Matriz Laplaciana Sem Sinal relativo a operação de contração de dois vértices do grafo G.
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1 Introdução

Um grafo G é um par ordenado G = (V,E), constitúıdo por um conjunto finito e não
vazio V , cujos elementos são denominados vértices, e um conjunto E de subconjuntos de
dois elementos de V , denominados arestas.

Grafos podem ser representados por matrizes que facilitam aplicações computacionais
e matemáticas. Dentre as representações matriciais de grafos mais importantes estão a
Matriz de Adjacência A(G), a Matriz Laplaciana L(G), a Matriz Laplaciana Normalizada
L(G) e a Matriz Laplaciana Sem Sinal Q(G). Tais matrizes tem linhas e colunas indexadas
pelos vértices de G e tem entradas dadas por

A(u, v) =

{

1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

L(u, v) =















1, se u = v e d(u) 6= 0,
−1

√

d(u)d(v)
, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

L(u, v) =







d(u), se u = v,

−1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

Q(u, v) =







d(u), se u = v,

1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

Operações entre grafos constroem novos grafos a partir de grafos dados.
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Com a operação de subdivisão de uma aresta f = {u, v} ∈ E de um grafo G =
(V,E) obtemos um novo grafo G \ f deletando a aresta f e adicionando um novo vértice
xf que é ligado aos vértices u e v.

Com a operação de contração de vértices u, v ∈ V de um grafo G = (V,E) obtemos
um novo grafo G \ {u, v} deletando os vértices u e v e adicionando um novo vértice xuv
ligado a todos os vértices que eram ligados a u e a todos os vértices que eram ligados a v.

Seja G um grafo e H = G \ f , onde f = {u, v} ∈ E. Observe que G = H \ {xf , u} =
H \ {xf , v}, ou seja, toda subdivisão de aresta pode ser revertida pela contração de dois
vértices adjacentes. Note que a relação contrária nem sempre é válida.

2 Resultados de Entrelaçamento

Seja G um grafo eH o grafo obtido por uma das operações citadas acima. Sejam λi, i =
1, ..., n os autovalores associados com A(G), L(G), L(G), ou Q(G) e sejam θi os autovalores
associados com A(H), L(H), L(H), ou Q(H), onde ambos conjuntos de autovalores estão
em ordem não crescente. Listamos abaixo os resultados de entrelaçamento, sendo que
nossa contribuição é a coluna H = G \ f e a primeira linha da coluna H = G \ {u, v}.

Tabela 1: Teoremas de Entrelaçamento.

H = G \ f H = G \ {u, v}
(Q) (Q1) θi−1 ≥ λi ≥ θi+1 − 1 (Q2) λi ≥ θi −

d− α

2
≥ λi+1 − α

(L) (L1) θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 (L2) Problema em Aberto

(L) (L1) θi−2 ≥ λi ≥ θi+3 (L2) λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 [1]

(A) (A1) θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 (A2) λi−1 ≥ θi ≥ λi+2 [1]

Obs.: α =
√
4d+ d2, onde d é o mı́nimo entre o grau do vértice u e o grau do vértice v.

Observações:
(1) As demonstrações dos resultados (Q1), (Q2) e (L1) são contribuições originais e

utilizam ferramentas apresentadas em [1] e [2].
(2) O resultado (L2) exige que os vértices contráıdos não sejam adjacentes. Nosso re-

sultado (L1) é uma complementação para o caso que os vértices contráıdos são adjacentes,
visto que a contração de vértices adjacentes é a operação inversa da subdivisão de aresta.

(3) Nosso resultado (A1) é análogo ao resultado (A2). Nossa demonstração é uma
simplificação para o caso em que os vértices contráıdos são adjacentes.
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