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Resumo. Dado um grafo G, a Matriz de Adjacéncia A(G), a Matriz Laplaciana L(G),
a Matriz Laplaciana Normalizada £(G) e a Matriz Laplaciana Sem Sinal Q(G) séo estu-
dadas visando a descoberta de novas propriedades do grafo. Neste trabalho apresentamos
resultados de entrelacamento de autovalores para essas quatro matrizes relativos a operagao
de subdivisao de uma aresta de GG, e exemplos de que estas sao as melhores desigualdades
possiveis. Além disso, apresentamos um resultado de entrelacamento de autovalores para a
Matriz Laplaciana Sem Sinal relativo a operagao de contragao de dois vértices do grafo G.
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1 Introducao

Um grafo G é um par ordenado G = (V, E), constituido por um conjunto finito e nao
vazio V', cujos elementos sao denominados vértices, e um conjunto E de subconjuntos de
dois elementos de V', denominados arestas.

Grafos podem ser representados por matrizes que facilitam aplicacoes computacionais
e matemadticas. Dentre as representacoes matriciais de grafos mais importantes estao a
Matriz de Adjacéncia A(G), a Matriz Laplaciana L(G), a Matriz Laplaciana Normalizada
L(G) e a Matriz Laplaciana Sem Sinal Q(G). Tais matrizes tem linhas e colunas indexadas
pelos vértices de G e tem entradas dadas por

1, se {u,v} € E, d(u), se u=wv,
0, caso contrario. L(u,v) =< -1, se {u,v} € E,
0, caso contrario.

A(u,v) = {

1, seu=wved(u)#0,

-1
u.v) = —, se {u,v E, d(u), se u=wv,
£(u,v) d(u)d(v) tek e Q(u,v) = 1,( s)e {u,v} € E,

0, caso contrario. (.
0, caso contrario.

Operacoes entre grafos constroem novos grafos a partir de grafos dados.
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Com a operagao de subdivisao de uma aresta f = {u,v} € F de um grafo G =
(V, E) obtemos um novo grafo G \ f deletando a aresta f e adicionando um novo vértice
xy que € ligado aos vértices u e v.

Com a operagao de contragao de vértices u,v € V de um grafo G = (V, E) obtemos
um novo grafo G \ {u,v} deletando os vértices u e v e adicionando um novo vértice .,
ligado a todos os vértices que eram ligados a u e a todos os vértices que eram ligados a v.

Seja G um grafo e H = G'\ f, onde f = {u,v} € E. Observe que G = H \ {zy,u} =
H \ {xf,v}, ou seja, toda subdivisao de aresta pode ser revertida pela contracao de dois
vértices adjacentes. Note que a relacao contraria nem sempre é valida.

2 Resultados de Entrelacamento

Seja G um grafo e H o grafo obtido por uma das operacoes citadas acima. Sejam \;, ¢ =
1,...,n os autovalores associados com A(G), L(G), L(G), ou Q(G) e sejam 6; os autovalores
associados com A(H), L(H), L(H), ou Q(H), onde ambos conjuntos de autovalores estao
em ordem nao crescente. Listamos abaixo os resultados de entrelacamento, sendo que
nossa contribuigao é a coluna H = G\ f e a primeira linha da coluna H = G \ {u,v}.

Tabela 1: Teoremas de Entrelacamento.

A=G\J H =G\ [w1]
d—
@ | Q) Gii>N>001—1](Q2 N>0—"—">\i1—a
(L) | (L1) O;i—1> X > 040 (L2)  Problema em Aberto
(L) | (£1)  Oia>XNi>0iy3 | (£2) Aim1 > 0; > Niga [1]
(A) | (A1) i1 >N > 00 | (A2) Aim1 2> 0 > Aigo [1]

Obs.: @ = v4d + d?, onde d é o minimo entre o grau do vértice u e o grau do vértice v.

Observagoes:

(1) As demonstragoes dos resultados (Q1), (Q2) e (L1) sao contribuigoes originais e
utilizam ferramentas apresentadas em [1] e [2].

(2) O resultado (£2) exige que os vértices contraidos nao sejam adjacentes. Nosso re-
sultado (£1) é uma complementacao para o caso que os vértices contraidos sao adjacentes,
visto que a contracao de vértices adjacentes é a operacao inversa da subdivisao de aresta.

(3) Nosso resultado (A1) é anédlogo ao resultado (A2). Nossa demonstracao é uma
simplificagdo para o caso em que os vértices contraidos sao adjacentes.
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