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Resumo. Este trabalho apresenta uma familia infinita de pares de grafos coespectrais em
relacdo a matriz Laplaciana sem sinal, partindo de um par de grafos coespectrais em relagao
a mesma matriz ji conhecido.
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1 Introducao

Dado um grafo G = (V, E), onde V' é o conjunto dos vértices e E é o conjunto das
arestas, associa-se a ele diferentes matrizes. O espectro de um grafo G em relagao a matriz
simétrica M, denotado por M — spect(G) é o multiconjunto composto pelos autovalores
AL > Ao > ... > A\, associados & matriz M. O objetivo principal da Teoria Espectral de
Grafos é determinar propriedades estruturais de grafos a partir de seu espectro. Uma difi-
culdade que se tem é o fato de que existem grafos diferentes (nao isomorfos) com o mesmo
espectro, sao os chamados grafos coespectrais. Como temos diferentes matrizes associadas
ao grafo, pode-se determinar que matriz apresenta menos pares de grafos coespectrais.

A matriz Laplaciana sem sinal Q de um grafo G com n vértices é uma matriz simétrica
de ordem n x n da forma ¢;; = 1 se ¢, j forem adjacentes e 0 caso contrario para i # j, e
gii = d;, onde d; é o grau do vértice i. O trabalho de Cvetkovié¢ [1] apresenta uma amostra
feita com grafos de até 11 vértices evidenciando que a matriz Laplaciana sem sinal é a
matriz que apresenta menos pares coespectrais sugerindo que grafos Q-coespectrais sao
raros. Contudo, neste trabalho, construimos uma familia infinita de pares de grafos Q-
coespectrais. Mais especificamente, ao final deste trabalho, demonstramos o seguinte
resultado.

Teorema 1.1: Se (G; e (G sdo grafos com n vértices Q-coespectrais entao existe uma
familia de grafos ng) e G;k) de grafos Q-coespectrais, para k = 1, ..., com n2* vértices.

Além disso, apresentamos um exemplo dessa construcao com grafos G1 e Go ja conhe-
cidos na literatura [2].
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2 Uma Familia de Grafos Q-Coespectrais

2 A Construcao

A operacgao produto cartesiano de dois grafos G = (Vi1, E1) e H = (Va, E»), denotado
por G x H é um grafo com conjunto de vértices V' = (V4 x V3), sendo dois vértices
(v1,v2) € Ve (u1,uz) € V adjacentes se, e somente se, u; é adjacente a vy em G e ug = vy
em H ou u; = v; em G e uy é adjacente a v9 em H. Um exemplo de produto cartesiano
pode ser visto a direita da Figura 1.

Para suporte matematico da construgao utilizaremos o seguinte Teorema [3].
Teorema 2.1: Sejam G e G grafos com Q-autovalores q1.1,...,q1,n € G2,1, ---, ¢2 %, T€Spec-
tivamente. Os Q-autovalores de G X G2 sao q1; + g2, t = 1,..n, j = 1,...k.

Como os Q-autovalores do caminho P sao 0 e 2, substituindo G5 por Ps, temos:
Corolario 2.1: O conjunto dos autovalores de G| X Py é A1, ..., \p, A1 +2, ..., A, + 2, onde
\; € autovalor de G1.

Demonstragao do Teorema 1.1: Para ¢ = 1, 2 considere GZ(O) =G;e ng) = ngfl) X Py
para k = 1,2, .... Pelo Corolario 2.1, ng) e Gék) sao Q-coespectrais para k = 0,1,2,....
Além disso, note que a cada recursao o nimero de vértices dobra obtendo um total de n2*
vértices.

Na Figura 1 temos, P, Ggo)’ Ggo) a esquerda e a direita temos o produto cartesiano
GO x Po= G e G x Py = G

Ny R

Figura 1: Py, G1 ,G2 ,G(1 G2

Os grafos Ggo) e G( )j ja sao conhecidos na literatura [2] e tem Q-autovalores {0,1,1,4}.
O Corolario 2.1 nos garante que os Q-autovalores de GS ) e de Gi sdo {0,1,1,2,3,3,4,6}.
O préximo passo levaria ao GgQ) e ao Gg), e assim por diante formando uma nova familia
de grafos Q-coespectrais.
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