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Resumo.O presente trabalho propoe revisar, analisar e discutir as metodologias da técnica

de volumes finitos utilizadas para o calculo do fluxo numérico em modelos magneto-hidrodinamicos
(MHD). O célculo do fluxo nas regides descontinuas destas equagoes é uma tarefa de grande
custo computacional, portanto apresenta-se os primeiros resultados da comparagao da eficiéncia
numérica computacional de trés diferentes esquemas existentes na literatura: HLL, HLLD e
HLLEM.

Palavras-chave. Magneto-hidrodinamica, Fluxos numéricos, Volumes finitos.

1 Introducao

Nesta pesquisa, tem-se interesse em contribuir com a melhoria da modelagem do
plasma espacial estudando técnicas numéricas para resolver as equacoes de magneto-
hidrodinamica. A magneto-hidrodinamica (MHD) é uma drea do conhecimento cujo ob-
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jetivo de estudo é o movimento de fluidos condutores submetidos a influéncia de cam-
pos eletromagnéticos. O modelo magneto-hidrodindmico é uma extensao das equagoes
de dinamica dos fluidos, com a inclusdo dos efeitos da forca eletromagnética [2]. Uma
das técnicas utilizadas para o estudo dessa modelagem é o método de volumes finitos.
Nessa técnica faz-se necessario adicionar corregoes ao modelo MHD de forma a manter
a condicao de divergéncia nula do vetor campo magnético [1,8]. Ha vérias opgdes para
isto. Neste estudo utiliza-se o modelo Eztensao Generalizada dos Multiplicadores de La-
grange (EGLM-MHD) proposto em [1] que introduz termos fontes a certas equagoes do
modelo para manter controlada a divergéncia de B e assim evitar que artificios numéricos
contaminem a solucao fisica esperada.

Ao utilizar o método dos volumes finitos para simulacao destas equacoes é necessario
calcular o fluxo numérico. Nos tltimos anos uma grande variedade de Riemann Solvers tém
sido desenvolvidos para melhorar a eficiéncia das simulagoes [9]. Em [10] a comparacao dos
fluxos em um sistema MHD ¢ testada utilizando um método Galerkin descontinuo. Neste
trabalho sdo implementados os fluxos numéricos Harteen Lax Van Leer (HLL) [4], Harteen
Lax Van Leer Descontinuo (HLLD) [7] e Harteen Lax Van Leer Melhorado (HLLEM) [9]
utilizando o método dos volumes finitos [6] em uma malha estruturada. Os resultados sdo
analisados e comparados.

2 Modelo MHD

O modelo MHD ideal é derivado das equagoes de Euler para dindmica dos gases aco-
plado com as equagoes de Maxwell, onde utiliza-se uma equacao evolutiva adicional para o
campo magnético. Neste trabalho utiliza-se a formulagado do modelo MHD ideal denomi-
nada FEzxtensio Generalizada dos Multiplicadores de Lagrange (EGLM). Esta formulagao
é apresentada em [1]. As equagdes deste modelo EGLM-MHD ideal representam a con-
servacao da massa, momento, energia e campo magnético, respectivamente:

9
a—f—l—v-(pu) =0 (la)
aap;1+v-[puu+<p+BéB)I—BB} = —-B(V:-B) (1b)
%—?—FV-(uB—Bu—i—wI) = 0 (1c)
%§+V-[(E+p+BéB)u—(u'B)B} = —B-(Vy) (1d)
O <
EJFC%ZV-B = —éw (le)

em que p representa a densidade, p é a pressao, u = (uz, Uy, u,) é o vetor velocidade ,
B = (B, By, B.) é o vetor campo magnético, I é o tensor identidade de segunda ordem e
1 é a funcdo potencial . A energia é dada pela lei

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0051 020051-2 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0051

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

P u-u BB
E= 2
it (2)

e v é uma constante adiabética (y > 1). O campo magnético B é livre de divergéncia, i.e.
V-B=0.

Geralmente a incompressibilidade do campo magnético nao é preservada na solucao
numérica, e assim, pode-se encontrar uma solucao nao-fisica e os calculos tornarem-se
instaveis. Dessa forma, deve-se implementar correcoes de divergéncia para manter esta
restrigao. Neste trabalho, utiliza-se a corregao parabdlica-hiperbdlica proposta em [1].

Associadas ao modelo MHD existem trés velocidades de propagacao do som: répida
(do termo em inglés fast, expressa por cy), Alfven (expressa por ¢,) e lenta (do termo em
inglés slow, expressa por cs) [8]. Estas velocidades estao relacionadas com os autovalores
e autovetores do sistema e sao descritas pelas equacoes:

1
Crs = \/2(a2 + b2+ \/(oz2 + b2)? — 4a2b?) (3)

ca = |bk| (4)
_ Jw p_ /IBP
em que a =, /=7, b= -

3 O método dos volumes finitos

Para realizar a simulagdao numérica das equagoes é necessario a utilizacao de métodos
numéricos. Neste trabalho propoem-se o método dos volumes finitos, que considera a
forma integral da equacao conservativa. O dominio do problema é particionado em células
de grade e utiliza-se o esquema:

87U+V-F(U):0 (5)
ot
em que U = (p,p, ), vy, vy, vz, By, By, B;) é o vetor de varidveis e F(U) é o fluxo fisico.
Para o cédlculo de F(U) deve-se utilizar aproximagoes numéricas, chamadas fluxos
numéricos ou Riemann Solvers. Neste trabalho, utiliza-se as aproximagoes HLL [4], HLLD
[7] e HLLEM [9], conforme apresentados em mais detalhes a seguir.

3.1 Método Harten Lax Van Leer - HLL

O método HLL [4] utiliza uma configuracao para a solucao que consiste de duas ondas
que separam trés estados constantes. O fluxo para o estado intemediario é representado
por Fyrr = SRFL_SLFﬁ;_SﬁLSL(UR_UL) com Sy, = min(ur, — ¢, ur — cr), Sgp = max(ur, +
cr,ur + cr) em que L e R sdo as células da direita e esquerda, respectivamente. Os
valores uy, € ur sao as velocidades do plasma e ¢y, e cg as velocidades magnetoacusticas.

Os valores Fj, e Fr sao os vetores do fluxo e Uy, e Ug os vetores das varidveis.
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3.2 Método Harten Lax Van Leer Discontinuous - HLLD

O Riemann solver HLLD [7] pode ser visto como uma forma de evolucao das incon-
sisténcias no que diz respeito as condigoes de salto encontradas no método HLL. Isto
porque o HLLD gera uma configuracao de cinco ondas que produzem quatro estados in-
termediarios. Esta configuracao gera uma solucao aproximada nao linear, onde se obtém
uma solucao mais precisa do problema. Uma forma mais detalhada do método pode ser
encontrada em [3].

3.3 Método Harten Lax Van Leer Modified - HLLEM

O esquema HLLEM [9] foi desenvolvido como uma viabilidade de melhoria do esquema
HLL. O método consiste em introduzir um termo anti-difusao na onda de entropia. Para o
calculo do esquema utiliza-se a média aritmética das variaveis de estado. A fungao de fluxo
numérico para o método é dada por Fyrrpym = Farr +¢1a(Urp, UR) em que a(Ur,Ug) =

6
SrSL > diar; é o termo anti-difusdo. Os coeficientes §; e ¢ estao relacionados as
Sr—SL :
1=
velocidades magnetoacusticas e «;r; estao relacionados com os autovetores do sistema.

Este método possui um custo computacional alto pois necessita do calculo dos autove-
tores do sistema, o que nao é uma tarefa simples. O ajuste dos parametros das varidveis
também deve ser feito com cuidado. Detalhes da implementacao podem ser encontrados
em [9].

4 Resultados

O modelo EGLM-MHD 2D em volumes finitos utilizado para a implementagao do fluxo
HLLEM realizada neste trabalho foi desenvolvido por [3].

Para este estudo utilizam-se as condicoes iniciais de um problema tipo Riemman 1D
apresentadas na Tabela 1 e discutidas em [5]. Considera-se também o dominio [—0.5 % 0.5].

Neste caso pode-se obter uma solucdo exata para comparacao !.

Tabela 1: Condigao inicial Riemann 1D.

p P vy | vy | v B, By B
x<0/|1.08]0.95]|1.20 | 0.01 | 0.50 | 2.00/v/47 | 3.60/+/4r | 2.00/+/27
£> 0| 1.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 2.00/v/4x | 4.00/v4x | 2.00/v/27

Para as simulagoes sao definidos ainda os seguintes pardametros: CFL = 0.3 , v = %,

tempo final £ = 0.1 e uma malha regular 500 x 500 pontos. As varidveis da solu¢do numérica
do modelo EGLM-MHD com os trés fluxos numéricos sdo comparadas com sua solugao
exata. Nas Figuras (1) a (3) tém-se a soluc@o exata (em vermelho), solugdo numérica com

"https://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/
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o método HLL (em verde), solugdo numérica com o método HLLD (em azul) e solugao
numérica com o método HLLEM (em magenta).
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Figura 3: Varidveis B, e B,
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4.1 Analise de erros

A comparacado dos esquemas é feita com uma andlise de erros utilizando a solucdo
exata e a solucao numérica. Para o célculo do erro utiliza-se a expressao:

N. N,
> (Numérico-Analitico)?

_ i=1
Erro= NoN, (6)

>~ (Analitico)?
i=1

em que IV, ¢ a quantidade de células na direcao x, IV, a quantidade de células na diregao y,
Numérico e Analitico sao as solugoes numeérica e de referéncia, respectivamente. A Tabela
2 apresenta os resultados em diferentes tamanhos de malha: 200 x 200 e 500 x 500.

Tabela 2: Anélise de erros

Método | Malha ) p Vg Uy Uy B, B,

HLL 200x200 | 0.03305 | 0.05314 | 0.05235 | 0.10156 | 0.06242 | 0.03248 | 0.04441

HLL 500x500 | 0.02399 | 0.03845 | 0.03528 | 0.0841 | 0.04678 | 0.02447 | 0.03126

HLLD | 200x200 | 0.02756 | 0.04522 | 0.05151 | 0.08563 | 0.04080 | 0.02981 | 0.03237

HLLD | 500x500 | 0.01952 | 0.03244 | 0.03436 | 0.06461 | 0.02914 | 0.02113 | 0.0230

HLLEM | 200x200 | 0.02491 | 0.04219 | 0.04827 | 0.08438 | 0.04007 | 0.02901 | 0.03206

HLLEM | 500x500 | 0.02025 | 0.03136 | 0.03507 | 0.06620 | 0.02923 | 0.02235 | 0.02415

5 Consideracgoes finais

A Tabela 2 mostra que com o refinamento da malha a solucao é melhorada. O método
menos acurado para todas as variaveis é o HLL. Este método possui uma implementacao
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computacional mais facilitada, se comparado aos outros dois esquemas. Os métodos HLLD
e HLLEM possuem valores semelhantes na avaliagao de erros e mais proximos a solugao
analitica, tornando-os os mais indicados para o calculo do fluxo em regioes de descontinui-
dades. Estes resultados podem ser utilizados para pesquisas em resolugao de sistemas de
magneto-hidrodinamica em regices de descontinuidade, em especial para o plasma espacial.
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