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Resumo. Em estudos que envolvem medidas repetidas, cada unidade experimental é observada
pelo menos duas vezes e, portanto, espera-se uma dependéncia entre as respostas observadas.
Grande parte do esforco empregado na andlise deste tipo de dado estd relacionada com a
modelagem da estrutura de correlag8es intra-individuos. Dentro desse cenario, o Modelo Linear
Misto, técnica empregada neste trabalho, permite modelar essa estrutura de correlagéo,
permitindo que varias estruturas de covariancias possam ser implementadas com vistas &
obtencdo do melhor modelo.

Palavras-chave. Modelo Linear Misto, Maxima Verossimilhanca, Méaxima Verossimilhanca
Restrita.

1 Introducéo

Muitas técnicas estatisticas sdo fundamentadas sob a hipo6tese de independéncia entre as
observacdes. De acordo com [2], a falta de independéncia entre as observagdes pode resultar
em correlacdo serial, que estd presente quando as medidas de uma mesma unidade
experimental sdo tomadas varias vezes ao longo do tempo ou do espaco ou, ainda, quando se
tem vérias medidas tomadas em uma mesma unidade. Uma vez que, em estudos de medidas
repetidas, cada unidade experimental é observada pelo menos duas vezes, pode ocorrer uma
dependéncia entre as respostas e, portanto, grande parte do esforco empregado  nas
analises deste tipo de dados esta relacionada com a modelagem da estrutura das correlacdes
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intra-individuos. Dentre as técnicas que permitem esse tipo de modelagem, encontram-se 0s
modelos lineares mistos ([1]).

Desta forma, a possibilidade de modelar as correlacdes intra-individuos encorajou a
utilizagdo de um Modelo Linear Misto em um estudo de caso, cujo objetivo foi analisar o
impacto de um programa de atividade fisica nos niveis de glicemia de mulheres na
menopausa. Foram consideradas setenta mulheres entre 50 e 79 anos, sedentarias, obesas e
sem menstruar por no minimo doze meses, que foram distribuidas aleatoriamente em grupo
treinado (GT) (n=35) e ndo treinado (GnT) (n=35). O GT participou de 20 semanas de um
programa de exercicios fisicos com trés sessdes semanais, constituido por atividades de
monitoramento e aquecimento (10 minutos); 25 minutos de exercicio de flexibilidade e
forca; 50 minutos de caminhada com intensidade entre 50 a 65% do VOazmax; € 5 minutos de
volta a calma. O GnT foi orientado a manter suas atividades normais. Os valores de glicose
plasmética de jejum foram determinados pelo método glicose oxidase, medidos antes e ap6s
0 periodo de intervencdo do estudo. Para coleta de sangue, todas as pacientes foram
orientadas a se apresentarem para 0 exame em jejum minimo de 12 horas, e evitar a pratica
de atividade fisica vigorosa e a ingestdo de alcool nas 24 e 72 horas antecedente a coleta
sanguinea, respectivamente. Os procedimentos utilizados nesta pesquisa obedeceram aos
Critérios da Etica em Pesquisa com Seres Humanos, conforme resolucdo 196/96 do
Conselho Nacional de Saude — Brasilia/DF, e foram aprovados pelo Comité de Etica em
Pesquisa da Universidade de Marilia (UNIMAR), sob o protocolo n° 364. Para participacao
no estudo, todas as pacientes assinaram termo de consentimento livre e esclarecido.

2 O Modelo Linear Misto

Consideremos N unidades experimentais e n; observacOes feitas na i-ésima unidade.
Sejam y; um vetor n; X 1 de respostas da i-ésima unidade experimental, g um vetor p x 1
de pardmetros populacionais desconhecidos (relativo aos efeitos fixos), X; uma matriz
conhecida n; x p de especificacdo dos efeitos fixos, b; um vetor k x 1 de efeitos individuais
desconhecidos (aleatorios), Z; uma matriz conhecida e de especificacdo de ordem n; X k,
dos efeitos aleatérios e e; um vetor n; X 1 de erros aleatérios. Para cada unidade
experimental i, 0 modelo linear misto é dado pela equagéo (1).

yi=Xiﬂ+Zibi+el- ,i=1,2,...,N (1)
em que os e; apresentam vetor de médias 0 e matriz de covariancias R;, de ordem n; X n;, e
o0s vetores b; sdo independentes entre si e também independentes dos e; e apresentam vetor
de médias 0 e matriz de covariancias ®, de ordem k X k, e as matrizes X; e Z; podem ser
formadas tanto por varidveis continuas quanto binarias.

Se, em adicdo, e; e b; apresentam distribuicdo normal, marginalmente os y; sdo
independentes e apresentam distribuicdo normal com média X;# e matriz de covariancias
X, =Z,®Z +R;.

As matrizes R; e ® sdo simétricas e positivas definidas e sdo funcbes de parametros
desconhecidos. A escolha das estruturas dessas duas matrizes afetard as estimativas e 0s
erros padrdes dos efeitos fixos. Quando R; = oI, onde I ¢ a matriz identidade, as n;
observac@es sdo independentes condicionadas a b; e 8, e tem-se 0o denominado modelo de
independéncia condicional. Outras estruturas para essas duas matrizes também podem ser
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utilizadas para acrescentar diferentes estruturas de correlagdo, tais como a Simetria
Composta (SC), a Diagonal (D) e a Ndo-estruturada (NE), dentre outras ([5]).
Na forma matricial, 0 modelo dado em (1) pode ser escrito como em (2).

y=Xf+Zb+e 2

Y1 X, b, e
emqueN =Y;n;, Yy =|: | X=|i]| b=|i]| e=]|%];
N Xy by en
Z]_ 0 cee 0 21 0 cee O
0 o - Zy 0 0o Iy
Uma vez que X; = Z;®Z¢ + R;, a matriz de covariancias de y pode ser escrita como:
2 =2GZ'+R ©)
Rl 0 ces 0 q) 0 oo 0
emque R = | 9 R:Z 7 0leg= 0 & ™ 0f
0 0 RN 0 0 P

No caso em que cov(y) = X # o1, positiva definida, é conhecida, pode-se usar o
Método dos Minimos Quadrados Generalizados na determinagdo do BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator) de B. Desta forma, B é tal que deve minimizar a fungdo objetivo dada
em (4). Derivando (4) em relagdo a B, temos o sistema de equagOes normais generalizadas
dadas em (5).

y—XB)'T'(y—XB) (4)
Xtz71xp = xtzly (5)
Uma vez que X contém os parametros de covariancia dados pelas matrizes R e G, B pode

t
%N(N_l)) , formado pelas

componentes de variancia. Dessa forma, a solucdo do sistema (5) serd dada pela equacéo (6).
B=X<z(OX) XZ(O)y (6)

em que (X*X~1(@)X)~ é uma inversa generalizada qualquer de X*X~1(0)X.

No modelo (2), o vetor b € um vetor de varidveis aleatérias. Sob a hip6tese de
normalidade, o BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) de b é um estimador da média
condicional E(b|y), dado pela expresséo (7).

b=GZ':x"'(6)(y — XB) (7)
Na situacdo em que X é desconhecida, substitui-se @ nas expressdes (6) e (7) pelo seu

estimador 8. Os estimadores resultantes dessa substituicdo s&o denominados EBLUE de 8 e
EBLUP de b, dados por (8) e (9), em que 0 E nas expressdes anteriores denota Empirico.

B = (xtx71(9)X) xtx7(9)y (8)
b=Gz'271(0)(y — XB) (9)

Para determinar os estimadores dos pardmetros de covariancia contidos em 8,

ser expresso em funcdo do vetor de pardmetros 0 = (01,02, ..,0
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usualmente recorre-se aos Meétodos de Maxima Verossimilhanca (MV) ou Méaxima
Verossimilhanga Restrita (MVR) [3]. No modelo MV, os estimadores dos parametros serdo
dados pela maximizacao do logaritmo da verossimilhanga dado em (10).

I(B,6) = — % In2m — 2 In|Z()] — 5 (y — XB)'Z™H(O)(y — XB) (10)

Derivando (10) em relacdo a B e igualando a derivada a zero, obtém-se o estimador de 8,
B, dado em (11), o qual coincide com o estimador obtido pela aplicagdo do Método dos
Minimos Quadrados Generalizados, sob normalidade. Repetindo o processo para a derivada
de (10) em relacdo a 8,, obtém-se as equacBes para os estimadores dos parametros de
covariancias dadas em (12).

B =Xz 1X) Xz ly (11)
yPE| py=tr(s1 2| ) g=12.., 0 (12)
alg, 116, 2

emque P = -1 — S1X(X‘E1X) XT L,

O sistema de equagdes dado em (12) é ndo linear e s6 pode ser resolvido numericamente,
num processo iterativo. Entre os métodos disponiveis, encontram-se os algoritmos EM
(Expectation-Maximization), Newton-Raphson e Fisher Scoring ([5]). Quando @ ndo é
conhecido, mas uma estimativa 8 esta disponivel, faz-se £ = (@) nas expressao (10).

A estimativa de MV para 8 é viesada e, como consequéncia, a matriz de covariancias de
B, cov(B) também seré enviesada, o que interfere na construcéo dos intervalos de confianca
e resultados dos testes de hipdteses. Para reduzir esse viés, pode-se usar o Método MVR
([5]). Esse método consiste em maximizar a verossimilhanca de uma transformacéo
ortogonal do tipo y* = Uty, em que U é tal que E(y™) = 0, ou seja, U'X = 0, de forma que
a verossimilhanca obtida a partir dessa transformagédo ndo depende dos efeitos fixos 8. Em
geral, faz-se U = I — X(X*X)~1X* ([3]). Sob normalidade, os dados na forma transformada
apresentam as seguintes propriedades:

E(y')=0; Var(y')=U'S(0)U; y'~N(0,U'E(O)V) (13)

O logaritmo da verossimilhanca marginal restrita € dado em (14) e a maximizacdo de
[ (0) gera os estimadores de MVR para 6.
1z(8) = —Lin2m —~In|2(0)| - =L (y — XB)'T(O)(y — XB) — 5 In[X‘T71(O)X]  (14)

2
emque p = rank(U) = N — rank(X).

Assumindo que as suposi¢des de normalidade sdo validas, torna-se necessario avaliar a
estrutura da matriz de covariancias intra-sujeitos, a necessidade da inclusdo de efeitos
aleatorios e a determinacdo de uma estrutura de médias que seja apropriada para 0 modelo.
Para avaliar a estrutura da matriz de covariancias no ajuste de um modelo linear misto com o
mesmo numero de efeitos fixos, pode-se calcular o valor do log da verossimilhanga dos
modelos MV ou MVR sob normalidade ([5]). Entre os critérios utilizados para a escolha do
melhor modelo, encontram-se os Critérios de Informacdo de Akaike (AIC) e de Schwarz
(BIC), dados pelas expressdes (15) e (16). O melhor modelo sera aquele que apresenta 0s
menores valores para estas duas medidas.
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AIC = —2LL(0) + 2j (15)
BIC = —2LL(0) +j - In(N) (16)

em que LL(@) € 0 méaximo da funcdo log-verossimilhanca e j € o numero de pardmetros a
serem estimados no modelo.

Outro método para escolha do modelo € o Teste da Razdo de Verossimilhancgas, que é
indicado para comparar dois modelos aninhados, com mesmos efeitos fixos. A hipotese nula
estabelece que o modelo com menos parametros representa bem o conjunto de dados. Se a
hipétese nula é rejeitada, entdo o modelo mais completo € mais adequado. A estatistica de
teste d, dada em (17), apresenta Distribuicdo Qui-quadrado com v graus de liberdade, onde v
é dado pela diferenga no nimero de parametros dos dois modelos ([5]).

d = —2LL do modelo completo + 2LL do modelo reduzido a7
em que LL denota o maximo do logaritmo neperiano da verossimilhanca.

De acordo com [4], quando modelos sdo ajustados pelo Método MVR, as comparagdes
de modelos através dos testes da razdo de verossimilhancas restritas devem ser limitadas aos
modelos que podem ser encaixados, de acordo com os parametros da matriz de covariancias.
Como consequéncia, modelos que apresentam diferentes matrizes de planejamento nao
podem ser comparados com base na Maxima Verossimilhanca Restrita. Nesta situacdo, a
escolha da estrutura do modelo deve ser feita através da comparacdo das medidas de
qualidade de ajuste AIC e BIC.

3 Aplicagcdo a um estudo de caso

Na especificacdo do modelo, foram utilizadas as variaveis dicotdbmicas GR e P, para
identificar o grupo e o periodo, respectivamente, sendo GR = 0 para 0 grupo treinado,
GR =1 para 0 grupo ndo treinado, P = 0 para o periodo pré-intervencdo e P = 1 para o
periodo pos-intervencdo. Os valores de glicemia foram medidos em mg/dl.

Com o objetivo de avaliar os efeitos fixos e aleatorios a serem considerados, a primeira
etapa consistiu da simulacdo de 22 modelos, cujas estruturas sdo apresentadas na Tabela 1 e
aos quais foram aplicados tanto o método MV quanto o método MVR. Nesta etapa, as
estruturas das matrizes R e G, quando o caso, foram escolhidas como néo estruturadas (NE).

Dentre os modelos constantes na Tabela 1, que sé apresenta resultados para 0 método
MVR, os menores valores para AIC e BIC foram obtidos para as estruturas 1, 10 e 11. Pode-
se observar que, numa comparagdo entre os trés modelos, os maiores valores de AIC e BIC
foram observados para o primeiro, indicando que as duas estruturas com menos parametros
mostraram-se superiores. Os resultados ainda indicam que os modelos 10 e 11 apresentam
valores iguais para AIC e BIC. Desta forma, o critério de desempate entre os dois deu-se em
funcdo dos menores valores para 0s parametros de covariancias estimados para R e G, tendo
em vista a interferéncia destes nos intervalos de confianca obtidos para o vetor B. As
covariancias apresentadas na Tabela 2 indicam que, com exceg¢do da variancia estimada para
0 periodo poés intervencdo, todas as outras medidas apresentadas para o modelo 10 s&o
menores. Observa-se que a variabilidade entre os individuos sofreu um aumento importante
(de 218,61 no modelo 10 para 327,92 no modelo 11), indicando que a estrutura do modelo
10 é a mais adequada.
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Definidos os parametros fixos e aleatorios a serem incluidos no modelo, 0 proximo passo
consistiu na escolha da estrutura da matriz de covariancias R, que melhor se adaptava ao
problema. As medidas de qualidade de ajuste para o modelo 10 e diferentes estruturas da
matriz R sdo apresentadas na tabela 3. O numero de pardmetros das estruturas CS, AR(1) e D
€ 0 mesmo e, portanto, a escolha dentre as trés deu-se de acordo com os menores valores
observados para AlIC, BIC e -2LL, sendo que a estrutura D mostrou-se a mais adequada. O
Teste da Razdo de Verossimilhancas foi utilizado para comparar os modelos que poderiam

ser aninhados de acordo com os pardmetros da matriz de covariancias, conforme Tabela 4.

Tabela 1: Estrutura dos modelos simulados e medidas de qualidade de ajuste.

Modelo Efeitos Fixos Efeitos Aleatérios AIC BIC -2LL
1 I, GR, P, INT I,P 1225,96 | 1252,17 1207,96
2 I,GR, P I,P 1243,89 | 1270,17 1225,89
3 I, GR, P | 1237,89 | 1255,41 1225,89
4 I,GR, P P 1250,60 | 1268,16 1238,60
5 I, GR I,P 1250,60 | 1268,16 1238,60
6 I, GR | 1246,60 | 1258,31 1238,60
7 I, GR P 1246,60 | 1258,31 1238,60
8 I,P I,P 1243,54 | 1261,10 1231,54
9 I,P P 1239,54 | 1251,25 1231,54
10 I, GR, P, INT | 1215,96 | 1227,61 1207,96
11 I, GR, P, INT P 1215,96 | 1227,61 1207,96

Notacdes - GR: grupo; P: periodo; INT: interacdo; I: intercepto.

Tabela 2: Parametros de covariancia estimados para 0s modelos 10 e 11.

Parametro Mo_delo'lo Mo_delo'll

Estimativa Estimativa
Variancia no pré-intervencao 124,11 342,73
Covariancia entre os periodos pré e p6s -23,66 194,95
Variéncia no pés-intervencéo 313,61 203,81
Variancia entre individuos 218,61 327,92

Tabela 3: Medidas de qualidade de ajuste para diferentes estruturas para a matriz R.

Estrutura de R AlIC BIC -2LL NuUmero de paradmetros
NE 1215,96 1227,61 1207,96 8
SC 1218,04 1226,78 1212,04 7
AR(1) 1218,04 1226,78 1212,04 7
D 1213,96 1222,69 1207,96 7
I 1216,04 1221,87 1212,04 6

Notagdes - NE: ndo estruturada; SC: simetria composta; AR: auto-regressivo; D: diagonal; I: identidade.

Tabela 4: Teste da Razdo de Verossimilhangas.

SCvs.NE | AR(1) vs.NE | Ivs.NE | Dvs.NE | 1vs.SC | Ivs.AR(1) | Ivs.D
d 4,09 4,09 4,09 ~0 ~0 ~0 4,09
p-valor 0,04 0,04 0,13 > 0,99 > 0,99 > 0,99 0,04
Melhor estrutura NE NE | D | | D
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Considerando os resultados apresentados nas Tabelas 1 a 4, as varidveis GR, P e o fator
de interacdo GR x P foram incluidos como efeitos fixos, o intercepto foi incluido como
efeito aleatdrio e a estrutura de R escolhida foi a Diagonal.

Na sequéncia, os parametros para os efeitos fixos foram obtidos a partir de (10),
gerando a equacdo de estimacdo para os niveis de glicemia médios dada em (18). A
significancia dos parametros foi analisada através do teste t-Student, indicando que a
interacdo GR x P foi significativa a um nivel @ = 5% (p — value < 0,0001), ou seja, 0s
dois grupos comportaram-se de maneiras distintas ao longo do tempo.

Glicemia = 96,714 — 1,486 X GR — 1,086 X P + 19,571 X GR X P (18)

4 Conclusoes

Este trabalho utilizou-se de um Modelo Linear Misto para analisar o efeito de atividade
fisica nos niveis de glicemia de mulheres obesas na menopausa. A justificativa dessa
abordagem encontra-se no fato de que, em experimentos que envolvem medidas repetidas, o
esperado é que as respostas medidas em uma unidade experimental ndo sejam independentes.
Além disso, esta abordagem permite que varias estruturas de matrizes de covariancias
possam ser testadas, possibilitando o ajuste de um modelo com menos parametros.

Os resultados obtidos indicaram que a interacdo GR X P mostrou-se significativa a um
nivel <= 5%, ou seja, 0s dois grupos comportaram-se de maneiras distintas ao longo do
tempo. A metodologia utilizada também permitiu a constru¢do de uma equagédo para estimar
o nivel médio de glicemia, a partir da qual pode-se concluir que, apds a intervengdo, o nivel
de glicemia para o grupo das ativas (GR = 0) sofreu uma reducdo média de
aproximadamente 1,086 mg/dl, enguanto para o grupo das inativas (GR = 1), 0 mesmo
sofreu um aumento medio de aproximadamente 17,0 mg/dl.
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