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Resumo. Este trabalho tem como objetivo testar um modelo do Método dos Volumes Finitos para
resolver problemas ndo homogéneos em dindmica. Com este objetivo, foi gerado um codigo com
elementos triangulares nas quais se empregam volumes adjacentes de modo auxiliar. Deste modo se
estabelece uma compatibilizag@o entre os diferentes volumes finitos em termos das varidveis primais do
modelo matematico. O objetivo € resolver, de forma explicita, problemas actsticos ndo homogéneos,
como 0s que caracterizam os casos tipicos de propagacdo de ondas sismicas. Com este intuito, neste
trabalho s@o apresentados algumas das simulagdes realizadas com problemas dindmicos homogéneos e
estaciondrios heterogéneos, que balizaram a eficiéncia do método nas comparagdes realizadas com as
respostas analiticas disponiveis.

Palavras-chave. Método dos Volumes Finitos, Malhas ndo estruturadas, Problemas
Heterogéneos, Equacdo da Acustica.

1 Equacao da Acustica

Usando o referencial de Euler e o método de perturbag@o para obter a aproximagao linear
das derivadas materiais das equac¢des de movimento, pequenas variagdes na pressiao
ocasionam pequenas variagdes de velocidade ¢ assim se obtém a seguinte equagdo
diferencial parcial, denominada Equac¢do da Acustica, valida num meio ndo homogéneo [4]:
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Na equagdo (1), p é a massa especifica da particula, P ¢ a pressdo que atua na particula, u;
¢ a velocidade da particula, ¢ ¢ a velocidade do som no meio fluido. Admitiu-se que, numa
posicdo fixa no espago, o mddulo de elasticidade volumétrico E ndo varia com o tempo.

2 Modelo do Método dos Volumes Finitos

Sem perda de generalidade, soluciona-se o termo difusivo da equacao (1) isoladamente da
parte dinamica, que ¢ facilmente operacionalizada através dos esquemas incrementais de
avanco no tempo, também empregados nos principais métodos discretos conhecidos [1].

Assim, integra-se o termo difusivo num volume finito genérico ¥ de forma que:

jv (TVP)dv =-S8, (2)

Na equagdo (2), S, € o termo que representa a fonte, I' representa o quociente c2/E e a
variavel ¢ passa a ser a variavel primal do problema, igual a P/E. O foco ¢ desenvolver
uma solu¢do numérica em volumes finitos para um triangulo base, em fun¢do dos tridngulos
vizinhos e dos vetores normais unitarios nas arestas. A figura 1 ilustra o tridngulo base.

Figura 1: Volume finito base triangular e seus vizinhos.

Demonstra-se que o lado esquerdo da equacgdo (2) pode ser decomposto na soma de trés
integrais que envolvem as faces do volume triangular, segundo a relagdo a seguir:

§r, Vo iidS =T,V idS+[T,Ve, hdS+ [l Vo, hdS ()
S S1 S2 S3

Onde S; ¢ a superficie da face que une os nos 1/2, S, é a superficie da face que une os nos
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2/3 e §; € a superficie da face que une os noés 3/1.. Cada integral do lado direito da equagéo
(3) pode ser aproximada usando o teorema do valor médio para integrais, o que resulta na
seguinte aproximag¢ao numérica:

[T,V phdS =T,V bl +I,V,hl+T Vol (4)
S

Onde 1; sdo os comprimentos das arestas e N; sd0 os vetores unitarios normais a estas.
Ainda na equacao anterior foi empregado o Teorema do Gradiente, dado por:

[Vedv = §piids Q)

Finalmente, a equacdo (4) pode ser reescrita como:
4@, + 4,9, + 4,05, + 4,05 =S =87 =0 (6)

Esta ultima ¢ a equacdo algébrica usada para calcular os valores da fung@o ¢ no
baricentro de cada volume ou tridangulo da malha e, assim, compatibilizar os elementos ¢
permitir a construcdo do sistema de equagdes para os diferentes volumes finitos [2]. Assume-

se que os valores de g nos vértices de cada elemento triangular sdo conhecidos, a partir da
interpolagdo dos valores de 2 do baricentro para os nos [3].

3 Exemplos

3.1 Difusiao em meio nio—homogéneo

Este primeiro exemplo consiste no calculo da distribuigdo estacionaria de temperatura em
uma placa quadrada, de dimensdes unitarias, em que o coeficiente de difusdo I' varia
quadraticamente ao longo da dire¢ao x, conforme mostra a ilustra¢do a esquerda na Figura 1.
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Figura 1- Condi¢des de contorno aplicadas ao primeiro exemplo
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As condigdes de contorno impostas sdo todas de Dirichlet, sendo nulas em trés arestas e
apresenta forma senoidal, de amplitude maxima unitaria. O coeficiente a também foi adotado
unitario.

A malha utilizada na simula¢do numérica possui 224 volumes finitos, cujo comprimento
caracteristico ¢ igual a 0,1. A figura 2 ilustra a forma de discretizagdo, que empregou
elementos ndo estruturados.
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Figura 2- Caracteristicas da malha empregada

Os resultados em termos do erro médio percentual encontrado para a temperatura no
centro das arestas dos volumes finitos ¢ mostrado na figura 3. Percebe-se o bom desempenho
do método nesta simulagdo, pois os maiores erros relativos estiveram na faixa de 0.3%.

03

Figura 3- Distribui¢do do erro ao longo da malha empregada
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3.2 Propagaciao de Onda em meio homogéneo

r

O objetivo deste exemplo ¢ avaliar se os elementos triangulares ndo estruturados
introduzem dispersdo, reflexdo e outros fendmenos numéricos tipicos de problemas
dindmicos, num caso homogéneo em que se dispde de solugdo analitica. Neste sentido, uma
membrana completamente fixada em seus bordos ¢ excitada por uma fonte concentrada cuja
forma ¢ mostrada na equacgao (7) a seguir:

2 2 _—n(B’w’)
OF, _ P = 2nBw’(1-2nBw?’t? )e ™) (7)
ot’ ot’

A figura 4 ilustra o comportamento da onda gerada a partir do centro em alguns instantes
selecionados. Enquanto a frente de onda ndo chega aos bordos, a solucdo analitica € similar a
excitacdo aplicada, permitindo identificar que a representagdo da frente de onda e seu perfil a
jusante foram bastante satisfatorios. A malha possui 1048 volumes finitos e 565 nos.

Tempo 0,5333s

Tempo 0,4s

Figura 4- Perfil da frente de onda em alguns instantes.

4 Conclusoes

Diversas experiéncias ja realizadas e ndo mostradas aqui por questdes de espaco
avalizaram adequag¢do do método dos volumes finitos nas aplicagdes estacionarias ndo
homogéneas. Testes de convergéncia com diversas malhas com diferentes graus de
refinamento atestaram a diminui¢do significativa ¢ monotona do erro a medida que o
comprimento caracteristico da malha se reduziu. A auséncia de fenOmenos numéricos

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0077 020077-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0077

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

relevantes durante a simulagdo dos problemas dinamicos homogéneos igualmente motiva a
expectativa de aplicagdes futuras bem sucedidas em meios heterogéneos, como os que
caracterizam as analises da sismica de prospeccdo, de grande interesse na atualidade.
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