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Resumo.O presente trabalho objetiva avaliar o desempenho do MECID (Método dos
Elementos de Contorno com Interpolagdo Direta) para resolver o termo integral referente a
carga de dominio, caracteristica presente nos problemas modelados pela equagdo de Poisson.
Os dados adquiridos pela aplicacio do MECID sao comparados com as solucdes analiticas
disponiveis para os problemas propostos, gerando assim a curva de erro percentual. Para fins de
comparacdo as mesmas acdes sdo tomadas empregando-se o MEF (Método dos Elementos
Finitos) baseado na Formulacdo Cldssica de Galerkin, possibilitando assim comparar o
desempenho da formulagdo MECID com um método tradicional, e amplamente utilizado no
meio académico e comercial.

Em termos numéricos, sabe-se das dificuldades existentes na aproximacdo precisa de
distribui¢des mais complexas de cargas, fontes ou sorvedouros no interior do dominio para
quaisquer técnicas de contorno. No entanto, este trabalho mostra que, apesar de tais
dificuldades, o desempenho do MECID ¢ superior, tanto no célculo da varidvel basica, quando
na sua derivada.

Para tanto, sdo resolvidos problemas bidimensionais referentes a membranas eldsticas
sujeitas a carga de dominio variavel, utilizando para isto malhas com diferentes refinamentos,
além de elementos lineares com fungdes de bases radiais para o MECID e fungdes base de
interpolagdo polinomial de 1° grau para o MEF. Diante dos dados obtidos, sdo geradas as
curvas de desempenho através do cdlculo do erro médio percentual global para cada malha,
demonstrando assim o desempenho do MECID.

Palavras-chave. Método dos Elementos de Contorno, Método dos Elementos Finitos,
Interpolagdo com Fung¢des Radiais, Formulagao Cléssica de Galerkin.

!carlosloeffler @bol.com.br
Zcastrolara@hotmail.com
Jengercules @gmail.com

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0063 020063-1 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0063

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

1 Introducao

Diversos problemas de interesse na Engenharia e na Fisica podem ser representados
matematicamente pela redugdo dos termos relativos a Equagao de Campo Escalar [3]
apresentada a seguir:

(kiju ,-)’L, + Agil + Au+Azu+p =0 1.1

Na equagdo anterior u representa um potencial escalar, que pode tomar significados
diversos dependendo do problema fisico abordado. No caso da deformag¢do em
membranas elésticas isotropicas e homogéneas em regime permanente, que envolvem
apenas a presenca de fontes ou a¢oes de dominio p, o tensor de propriedades eldsticas k;
se degenera na rigidez da membrana k e os escalares /; sdo tomados nulos, de forma que
a equacdo de governo se expressa pela Equacdo de Poisson, conforme equacao (1.2):

ku,il‘ =—-Dp 1.2
Em duas dimensoes, os indices mudos variam de um até dois.
A solugdo analitica e numérica desta equacdo proposta depende intrinsecamente das

condi¢des de fronteira, da carga de dominio p aplicada e da geometria do dominio
estabelecido.

2 Equacoes integrais do MECID
Ao utilizar o MECID em sua forma integral, aplicado ao problema de Poisson em
um dominio 2(X), definindo assim um potencial escalar u(X) com base em

fundamentos da Teoria das Equagdes Integrais e fazendo uso das propriedades da
solugdo fundamental u*(¢; X), tém-se [2].

[ a@)w & X)dr — c(Ou®) — [ uXq* (& X)dlr = [, pOuw'(EX)de 2.1

Conforme apresentado na equagdo (2.1), a parcela a esquerda da igualdade
representa a formulagdo tradicional do MEC em integrais de linha, ficando a parcela a
direita da igualdade integrada em todo dominio. Para esta segunda parcela o MECID [1]
propde a interpolagdo total do nicleo da integral, isto é:

p(XNu* (€5 X7) = FI(X/; x) ¢’ 2.2

Utilizando o procedimento MECID [1], a sua equacdo integral fica expressa da
forma.

[ qCOW (& X)dr — c(©u@) - [ u)q & X)dr = S’ [ nidr 2.3

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0063 020063-2 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0063

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

A Figura 1 representa bem a distribui¢do da acdo de dominio sobre os pontos internos e
geométricos no contorno.

Figural: Discretizacdo do dominio com carga distribuida

3 Equacoes integrais do MEF

O MEF, diferentemente do MECID, baseia-se na discretizagdo do dominio global,
através de subdominios locais 2. A equagido integral apresentada € do tipo fraca [5], obtida
através da utilizagdo da fungdo auxiliar v(X) e suas propriedades, expressando-se por:

[, v u(0);dQ = [ v(X)p(X)dQ + [ v(X)h(X)dl 3.1

Onde h(X) representa o valor de fluxo ou condi¢do de Neumann, caso esta seja prescrita.
Do mesmo modo que o método MEC, a equagdo (3.1) trabalha de forma local, gerando uma
matriz global, apresentando assim um sistema matricial linear com solucdo dnica, dada as
suas condicdes essenciais e naturais.

A malha utilizada para a aplicacio do MEF ¢ do tipo estruturada com elementos
triangulares, utilizando a fung¢do (3.2) para representar a funcéo auxiliar v(X) [5].

v(x,y) = a; + bjx + c;y 3.2

Onde v(x,y) assume valores nulos nas interse¢des vizinhas e valor unitdrio no ponto
prescrito ou ponto a ser calculado no elemento finito triangular.

4 Resultados e Discussoes

O primeiro exemplo analisado consiste de uma membrana quadrada com lados
unitdrios, governada pela seguinte equacao diferencial:

V2 Uty = (12x3 — 12x; + 2)x5(x5 — 2x, + 1) + (12x3 — 12x, + 2)x3 (2% —
_ZX1 + 1) 4.1

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0063 020063-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0063

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

Com as seguintes condi¢des de contorno:
U0,y = 05U (x0) = 05 Ue, 1) = 05 Uy =0 4.2
A solugdo analitica para o problema € dada pela expressao:
Uy xy) = (0 — 2x3 + %) (27 — 2x3 + x3) 4.3
Pode-se observar o comportamento da agdo de dominio sobre a membrana analisada
na figura 2, assim como os resultados obtidos com a MECID e MEC na figura 3. Nesta

dltima sdo tracados grificos de convergéncia variando o refinamento da malha para
ambos os métodos.

ViU, apy = (1227 — 12x, + 2)x3 (x5 — 22, + 1)

+(12x3 — 12x, + 2)x3(x3 — 2x, + 1)

Figura 2: Dominio com as condi¢des naturais prescritas, apresentando a distribui¢do da ac¢ao
de dominio.

7.2
6.4
56
48

il

oo brvba DR L®

32
24
16
08
$ * 0
0o 310 620 930 1280 1550 0 25 S50 7S 100 125 150 175 200 225 250

Pontos internos Pontos internos interpolantes

(2 (b)

Erro médio percentual %

= T
Erro médio percentual %

-

Figura 3: Curvas de erro médio percentual para o MEF em (a) e para o MECID em (b)
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Pode-se observar que a MECID pode obter o mesmo nivel de precisdo que o MEF
utilizando um menor nimero de pontos no interior. Cabe ressaltar que foram usados
elementos triangulares no MEF e elementos de contorno retilineos com interpolagdo
linear na MECID.

O segundo exemplo consiste em uma membrana quadrada com lados unitdrios
governada pela seguinte equagdo:

VZ u(xlrxz) = 6X1x2(1 — xZ) — 2x% 4.4
Apresentando as seguintes condi¢cdes de contorno:
u(O,xZ) = O;u (x410,) = O, U(xlll) = O;u’(l,xZ) = 3x2(1 _ xz)x% 4.5

Destaca-se no conjunto das condi¢des mostradas pela equagdo 4.5 uma condicdo de
Neumann nao homogénea. A solu¢do analitica deste problema é dada por:

Uge, ) = X2(1— x3) %3 4.6

Pode-se observar na figura 4 o comportamento da acdo de dominio sobre a membrana
analisada. Na figura 5 mostram-se os resultados obtidos pela MECID e MEF. Pode-se
perceber um desempenho nitidamente superior da MECID em comparacdo do MEF neste
caso.

e Acdo de dominio

' 0 95,0, 8 808

-0.05 0.2

Figura 4: A¢do de dominio atuando sobre a Membrana

5 Conclusoes

A eficacia de qualquer nova metodologia numérica de solugdo deve ser condicionada a
realizacdo de numerosos testes, em diferentes classes de problemas afins, com o propdsito de
avaliar de modo seguro o grau de precisdo da mesma, garantindo a confiabilidade do
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método. Os resultados aqui apresentados mostraram um melhor desempenho do MECID,
pois necessitou de um menor refinamento de malha para um mesmo nivel de precisao.
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Figura5: Curvas de erro médio percentual para o MEF em (a) e para o MECID em (b)

O bom desempenho do MECID deve-se principalmente a dois fatores: O primeiro é
devido ao fato de que o operador de Laplaciano € transformado matematicamente em termos
integrais inversas de acordo com os procedimentos tipicos do MEC, que sdo
reconhecidamente eficientes. O segundo se deve ao fato de o procedimento MECID ser
similar a um processo de interpolacdo através de fungdes radiais, que sdo mais simples e
eficazes, apresentando Otima precisdo, como atestam as simula¢des realizadas na
representacdo de imagens e cdlculo de superficies [4].
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