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Resumo. Neste trabalho comparam-se os desempenhos numéricos dos Métodos dos Elementos
de Contorno (MEC) e Método das Solucdes Fundamentais Classico (MSF) na solugdo de
problemas governados pela Equagdo de Laplace. Sdo métodos similares, que usam a idéia de
uma solucdo fundamental, mas também apresentam algumas distingdes importantes. E possivel
fazer com que estas diferentes técnicas interajam na solucdo de alguns problemas mais
complexos, o que implica em maior conhecimento das particularidades do MSF, uma vez que o
MEC ¢ atualmente uma técnica muito mais conhecida, de reconhecida eficiéncia em diversas
aplicagdes importantes. J4 o MSF experimenta uma redescoberta a partir da intensifica¢do das
técnicas de discretizacdo sem malha. Este trabalho compara a precisdo dos dois métodos e
examina algumas particularidades numéricas de ambos em exemplos simples, mas importantes
para a identificacdo do alcance de cada técnica.

Palavras-chave. Mc¢todo dos elementos de Contorno, Método das Solugdes fundamentais,
Problemas de Laplace, Comparacdo entre Métodos Numéricos

1 A Equacao de Laplace

A Equagdo de Laplace descreve o comportamento de importantes fendmenos
naturais de natureza estacionaria. Sua teoria geral de solugdes ¢ conhecida como Teoria
do Potencial. Assim, dado um meio bidimensional com dominio aberto ou infinito, o
potencial u*(X) e sua derivada q*(X) numa dire¢do m, gerados num ponto campo
X=X(x;X,) por uma fonte situada a uma distancia euclidiana r deste sdo dados por [1]:

*
u*ziln(r), q*ziﬁu :_L@ (1)
2n 2w on 2mr On
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A independéncia angular destas equagdes simplifica bastante seu equacionamento.

2 O Método dos elementos de Contorno

A equacao integral basica do MEC para problemas de Laplace ¢ dada por:
c(@)u(@) = [u* (& X)q(X)dl —CPV [q*E&X)u(X)dl  (2).
r r

Na equagdo anterior, u(X) é o potencial ¢ q(X) ¢ sua derivada normal externa no
contorno I' de um problema a ser resolvido, onde condi¢des essenciais e naturais sdo
prescritas. As integrais sdo impréprias convergentes, sendo que a segunda no lado
direito da igualdade deve ser calculada no sentido de valor principal de Cauchy (CPV)
[2]. O posicionamento adequado dos pontos fonte & permite ndo apenas o calculo das
fungdes u* e q*, que atuam como fungdes auxiliares na forma integral apresentada pela
equacdo (2), como também faculta sejam coincidentes com as coordenadas dos pontos
campo X, que geram valores nodais do potencial u(X) e sua derivada q(X) apds o
processo de discretizacdo. Um procedimento matematico engenhoso define o valor de
c(€), que ¢ unitario para pontos internos, nulo para pontos externos e igual a meio para
contornos suaves [1].

De acordo com o procedimento classico do MEC [2], para cada ponto fonte &
realiza-se uma varredura sobre todo o contorno (vide figura 1), que ¢ discretizado em
elementos sobre os quais se define uma aproximagdo das variaveis w(X) e q(X),
definindo a ordem do elemento de contorno. Assim, gera-se um sistema de equagdes na
seguinte forma:

Hu, +...H u =G,q, +...G,.q,
H,u +..H,u, =G,q, +....G2nqn 3).

Hu+.H,u =G,q,+..G,.q,

3 O Método das Solucoes Fundamentais

O MSF ¢ mais antigo e mais basico em seus principios do que o MEC, pois ¢
diretamente fundamentado na ideia das fung¢des de Green [4]. Para a modelagem do
MSF deve ser inserida uma série de pontos de colocagdo sobre o contorno onde o
problema sera analisado. Nestes pontos sdo prescritas as condigdes de contorno. Embora
o método ndo requeira uma discretizagdo explicita, a geometria do problema fisico e
suas condigdes de contorno devem ser rigorosamente computadas.

Similarmente a0 MEC, também deve ser inserida uma série de pontos fonte, mas
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estes devem se situar externamente ao contorno, formando uma fronteira ficticia que
circunscreve a geometria do problema fisico. Isto sera ilustrado mais a frente, na figura
1. O namero de pontos fonte aqui utilizado foi igual ao niimero de pontos de colocagdo,
por apresentar melhor precisdo [3], mas existem outras técnicas, mais elaboradas, que
operacionalizam o MSF de modo diferente.

Em termos de equacionamento, admitindo-se entdo que dado um conjunto de n
fontes e igual quantidade de pontos de colocagdo, pode-se escrever a seguinte relagdo de
influéncia entre potenciais, com base na equagao (1):

u*(L) u*(12)..u*(n) [c, | [u,]

C, u,
u*(2) u*(22)..0u*2n) | |_| (4).
u*(n,l) u*(n,2)..u*(n,n) (Ca ] [0 ]

Escreve-se uma relagdo similar, envolvendo agora suas derivadas normais:

q*(L) q*(12)..q*(Ln) |c | [q,]
Cz E12

q*20) q*(2,2)..9*(2,n) =] (5).
_Cn_ _qn_

d *(n,) q*(n,2)...q* (n,n)_

Nas equagdes (4) e (5), u e q sdo, respectivamente, os valores conhecidos do potencial

e da sua derivada normal nos pontos de colocagdo. Percebendo-se que os n coeficientes
de influéncia c¢; s3o os mesmos em ambas as matrizes, podem-se combinar as linhas de
ambas gerando um novo sistema, no qual o vetor situado a direita da igualdade matricial
¢ composto exclusivamente de valores prescritos. Isto permite determinar todos os
coeficientes de influéncia, pela solugdo do seguinte sistema:

u*(L) u*(1,2)..u*(L,n) [¢, ] [q,]
CZ _2

q*2D) q*(2.2)..9*2n) | || (6).
c u

u*(nl) u*(n,2)..u*(n,n)|- " = "-

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0064 020064-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0064

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

4

4 Exemplos

4.1 Problema Unidimensional - Barra Engastada numa extremidade

O problema a seguir pode ser interpretado como de uma barra quadrada de lados
unitarios tracionada na dire¢do horizontal, de acordo com as condi¢des de contorno
mostradas na figura 1(a). Tanto no MSF quanto no MEC e em ambos os métodos foram
usadas quatro diferentes discretizagdes, com 12, 20, 36 e 44 pontos de colocagao.

Na resolucdo do problema pelo MEC foram utilizados elementos retos com
interpolagdo das variaveis de campo linear com nds duplos, para atender a possivel
dualidade de condi¢des de contorno nos cantos [2].

No caso MSF foram resolvidos, para cada quantidade de pontos no contorno, dois
diferentes arranjos de pontos fontes: o arranjo circular, em que os pontos fontes ficam
dispostos igualmente espagados numa circunferéncia ficticia concéntrica, conforme a
figura 1(b); e o arranjo quadratico, em que os pontos fontes sdo posicionados a uma
distancia d na dire¢do normal ao ponto de colocacdo correspondente, figura 1(c).

Calculou-se o erro pela somatoria das diferencas entre o resultado numérico e o
valor analitico em cada ponto, dividida pelo maior valor analitico e pela quantidade de
pontos. Montaram-se curvas de convergéncia para cada arranjo de pontos fonte,
conforme mostra a figura 2.

u=0 q=1

. !
q=

@ =" [ o '(c).

Figura 1 — Configuragdo geométrica da barra quadrada com condi¢des de contorno
impostas e arranjos de pontos de colocagdo usuais com o MSF
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O Singularidade
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Figura 2 — Curvas de erro para diferentes arranjos de pontos — primeiro exemplo

Percebe-se nesta figura a estabilidade dos resultados do MEC com relagdo ao
refinamento da malha, pois que o problema ¢ bem simples, no qual o campo de
deslocamentos ¢ linear. Ja os resultados do MSF somente superam o MEC no caso dos
arranjos quadraticos, mas nestes, a medida que o afastamento cresce, ocorre
singularidade, pois as linhas das matrizes se tornam muito semelhantes. Nao ha ainda
unanimidade na literatura com relacdo aos limites deste afastamento, pois had uma
dependéncia da geometria e das condi¢des de contorno aplicadas.

4.2 Segundo exemplo - chapa sob gradiente térmico

A figura 3 apresenta as caracteristicas geométricas e fisicas do problema. Trata-se de
uma chapa quadrada de lados unitarios, cujas condi¢des de contorno ndo sdo constantes
ao longo das duas arestas. A distribuicdo do potencial de temperaturas e fluxos agora é
bidimensional. Além dos mesmos arranjos de malhas e distribui¢des de fontes e de
colocagdo empregadas no exemplo anterior, foram também usadas malhas mais
refinadas, tanto no MSF quanto no MEC, pois que a dificuldade numérica para solugdo
deste exemplo ¢ maior.

De fato, os resultados numéricos agora foram bem diferentes. Particularmente com o
MSF houve perda de precisdo com o refinamento da malha para distribui¢des de pontos
fonte mais afastadas. Também neste exemplo a distribuigdo circular das fontes teve um
pior comportamento se comparada as demais. Quanto ao MEC, embora apresente
resultados de qualidade inferior para as malhas pouco refinadas, reduz monotonicamente
o erro a medida que se amplia a quantidade de pontos fonte.
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u=cosh(X)sin 1

* g=sinh(1)sen(Y)

=0

Figura 3 — Chapa quadrada com condigdes de contorno variaveis
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Figura 4 — Curvas de erro para diferentes arranjos de pontos — segundo exemplo

5 Conclusoes

O MSF ¢é um dos mais simples métodos numéricos na atualidade. Praticamente
redescoberto ha alguns anos, tem sido empregado com é&xito na analise acustica, em
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problemas cujas fronteiras apresentam certa simplicidade e regularidade. Nao obstante
este sucesso, ainda ha muitas davidas com relagdo a identificagdo de parametros que
cercam sua aplicacdo generalizada, pois que ha uma tendéncia em calibrar o método
diante de problemas cuja conformacdo geométrica se repete.

O desempenho do MEC se mostra mais robusto e apresenta uma curva de
convergéncia nitida com o refinamento da malha em todos os casos melhor, 0 que ndo
acontece com o MSF. As variagdes das condigdes de contorno, embora também afetem
o MEC, pois quanto mais complexas maiores sao as necessidades de maior refinamento
da malha, mostraram-se muito mais sérias no MSF, em exemplos que ndo puderam ser
aqui apresentados. Foi nitido que nestes casos que ha uma tendéncia ainda maior a
instabilidade numérica.

Também muito comum foi a geragdo de um sistema de equagdes singular no MSF,
devido ao afastamento dos pontos fonte, em alguns casos para distdncias ndo tdo
excessivas assim, relativamente as dimensdes geométricas do problema. Embora nado
tenham sido resolvidos, sabe-se que o MSF nao ¢ eficiente diante de problemas com
contornos irregulares e, particularmente, situacdes em que existam reentrancias, casos
nos quais o MEC se mostra bem mais adequado.

Por fim, deve-se ressaltar a caréncia de uma bibliografia que apresente
minuciosamente os testes com problemas governados pela Equagdo de Laplace, ctapa
importante antes da solugdo de problemas mais complexos que envolvem operadores
diferenciais ainda mais elaborados.
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