Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.
Trabalho apresentado no Ill CMAC - SE, Vitéria-ES, 2015.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Pontos de Equilibrio Hopf Subcriticos na Fronteira da Regiao

de Estabilidade

Josaphat R. R. Gouveia Jr.!
Colegiado de Matematica, IFBA, Eunapolis, BA
Fabiolo Moraes Amaral®

Colegiado de Matematica, IFBA, Eunépolis, BA

Luis Fernando C. Alberto®

Departamento de Engenharia Elétrica e de Computacao, EESC, USP, Sao Carlos, SP

Resumo. Uma caracterizagdo completa da fronteira da regido de estabilidade de uma
classe de sistemas dinamicos autéonomos nao lineares é desenvolvida admitindo a existéncia
de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos do tipo Hopf Subcriticos na fronteira da regiao de
estabilidade. Sob a condigao de transversalidade, mostra-se que a fronteira da regiao de es-
tabilidade é composta pelas variedades estaveis de todos os pontos de equilibrio presentes na
fronteira da regiao de estabilidade, incluindo as variedades estaveis dos pontos de equilibrio
Hopf Subecriticos do tipo k, com 0 < k < n — 2, que pertencem a fronteira da regiao de
estabilidade.
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1 Introducao

A modelagem de fenémenos dinamicos, sejam eles sociais, economicos, biolégicos ou
de engenharia, é realizada por conjuntos de equacoes diferenciais que usualmente depen-
dem de um ou mais parametros. Ao variarmos um ou mais parametros de um sistema
de equacgoes diferenciais, mudancas topoldgicas podem ocorrer no comportamento das
solucoes desse sistema. Por exemplo, o ponto de equilibrio de um sistema podera perder
estabilidade em determinados valores dos parametros do sistema e até mesmo, ao per-
der estabilidade, ocasionar o surgimento de dérbitas periddicas isoladas, ou ciclos limites
estaveis. HEspecificamente, a Teoria das Bifurcagoes permite-nos estudar como o sistema
se comportara e em que momento perdera estabilidade ao variar um ou mais parametros
do mesmo.
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Em sistemas elétricos de poténcia, por exemplo, o aparecimento de bifurcagoes sela-né
na fronteira da regiao de estabilidade como consequéncia da variacao de carga foi relatado
em [3]. Na anédlise da estabilidade de tens@o em sistemas de energia, pontos de bifurcagao
de Hopf sobre a fronteira da regiao de estabilidade também foram encontrados, ver [6].
Em [4] foi apresentado um estudo do comportamento da regido de estabilidade de sistemas
dindmicos auténomos nao lineares e de sua fronteira, sujeitos a variacoes de parametros,
quando da existéncia de uma bifurcagao sela-né do tipo zero na fronteira da regiao de
estabilidade.

Neste trabalho sao fornecidas condigOes necessarias e suficientes para que um ponto
de equilibrio Hopf subcritico pertenca a fronteira da regiao de estabilidade. Também é
apresentada uma caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel na presenga de pontos de equilibrio Hopf subcriticos na
fronteira da regiao de estabilidade.

2 Preliminares

Nesta secao, recordaremos alguns conceitos classicos relacionados com a teoria de sis-
temas dinamicos que sao essenciais para o desenvolvimento posterior deste trabalho. Mais
detalhes sobre os contetidos explorados nesta se¢ao podem ser encontradas em [10, 14].

Consideremos o sistema dinamico autonémo nao linear:

© = flz) (1)

onde x € R" e f: R™ — R"™ é um campo vetorial suave. A solu¢do de (1) iniciando em
x no tempo t = 0 é denotada por (¢, ). Um conjunto S C R™ é dito ser um conjunto
invariante de (1) se cada trajetéria de (1) comegando em S permanece em S para todo ¢.
O ponto z* € R™ é um ponto de equilibrio de (1) se f(z*) = 0. Um ponto de equilibrio
x* de (1) é dito ser hiperbdlico se todos os autovalores da matriz Jacobiana D, f(z*) nao
tém parte real nula.
Além disso, um ponto de equilibrio hiperbdlico z* é do tipo-k se a matriz Jacobiana
possui k autovalores com parte real positiva e n — k autovalores com parte real negativa.
Seja x* um ponto de equilibrio nao-hiperbédlico do sistema dindmico autonémo nao
linear (1). Existem variedades invariantes suaves locais W*(x*), W (x*), W¢(x*), W*(z*)
e W (z*) em z*, veja [9,13]. Estas variedades sao chamadas de variedades estavel, centro
estavel, central, instavel e centro instavel, respectivamente. As variedades estavel e instavel
sao Unicas, mas as variedades centro estavel, central e centro instavel podem nao ser.
Transversalidade é um conceito geométrico que trata das intersecoes das variedades e
tem desempenhado um papel muito importante no desenvolvimento da teoria de sistemas
dindmicos. As variedades M e N de classe C", com r > 1, em R", satisfazem a condi¢do
de transversalidade se ou (i) os espagos tangente de M e N geram o espago tangente R"
em cada ponto z € M NN, isto é, Tp,(M)+T(N) = T,(R") para todo x € M NN ou (ii)
as variedades nao se intersectam.

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0098 020098-2 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0098

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

3 Ponto de Equilibrio Hopf

Nesta secao, um determinado tipo de ponto de equilibrio nao-hiperbdlico, ou seja, o
ponto de equilibrio Hopf, é estudado. Em particular, o comportamento dindmico em uma,
vizinhanga deste equilibrio é explorada em detalhes e o comportamento assintético das
solucoes nas variedades locais invariantes é discutido.

Considere o sistema dindmico nao linear (1) e seja p um ponto de equilibrio nao hi-
perbélico. Um ponto de equilibrio nao hiperbdlico p € R™ de (1) é chamado um ponto de
equilibrio de Hopf se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(1) D f(p) tem um par simples de autovalores imaginérios puros, +iw, e nenhum outro
autovalor com parte real nula;
(79) 11 # 0, onde [; é o Primeiro Coeficiente de Lyapunov, ver [7,8].

Coeficientes de Lyapunov indicam o nivel de degeneracao do campo vetorial. Se o
primeiro coeficiente de Lyapunov é diferente de zero, entao o campo vetorial possui uma
degeneracao de ordem ciibica mostrando que termos ctbicos sao os que determinam o tipo
de comportamento dindmico local na vizinhanca do ponto de equilibrio nao hiperbdlico na
variedade central, ver [10] para mais detalhes.

Pontos de equilibrio de Hopf podem ser classificados de acordo com o sinal do primeiro
coeficiente de Lyapunov. Um ponto de equilibrio de Hopf p € R™ de (1) é chamado um
ponto de equilibrio Hopf supercritico se o primeiro coeficiente de Lyapunov I < 0 e é
chamado um ponto de equilibrio de Hopf subcritico se o primeiro coeficiente de Lyapunov
1 >0.

Pontos de equilibrio de Hopf podem também ser classificados em tipos de acordo com o
numero de autovalores de D, f(p) com parte real positiva. Um ponto de equilibrio de Hopf
p de (1) é chamado um ponto de equilibrio de Hopf do tipo-k se D, f(p) tem k (k < n—2)
autovalores com parte real positiva e n — k — 2 com parte real negativa.

Neste artigo, estamos principalmente interessados nos pontos de equilibrio de Hopf
subcriticos. Se p é um ponto de equilibrio de Hopf subcritico do tipo-k, entao as seguintes
propriedades sao satisfeitas, veja [10,15]:

(i) A variedade instével k-dimensional W*(p) de p existe, é unica, e se ¢ € W*(p) entao
o(t,q) — p quando t — —o0.

(74) A variedade estavel (n — k — 2)-dimensional W*(p) de p existe, é tinica, e se ¢ € W*(p)
entdo ¢(t,q) — p quando t — +o0.

(7i1) A variedade centro instével (k + 2)-dimensional W (p) de p existe, é tunica, e se
q € W(p) entao ¢(t,q) — p quando t — —oo.

A Figura 1.1(a) ilustra as variedades invariantes para um ponto de equilibrio de Hopf
subcritico do tipo-1 no R? e a Figura 1.1(b) ilustra estas variedades invariantes para um
ponto de equilibrio de Hopf subcritico do tipo-0 no R3.

4 Caracterizacao da Fronteira da Regiao de Estabilidade

Nesta se¢ao, apresentaremos uma visao geral da teoria existente sobre a caracterizacao
da fronteira da regiao de estabilidade de sistemas dinamicos nao-lineares.
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W#(p)

(a) Ponto de equilibrio Hopf Subcritico do tipo-1 ~ (b) Ponto de equilibrio Hopf Subcritico do tipo-
0

Figura 1: 1(a) Variedades W¢(p) e W*(p) para um ponto de equilibrio Hopf Subcritico p
do tipo-1 do sistema (1) no R3. W _(p) ndo é tnica. Trés possfveis escolhas para W¢(p)
sao mostradas nesta figura. 1(b) Variedades W¢(p) e W#(p) para um ponto de equilibrio
Hopf Subcritico p do tipo-0 do sistema (1) no R3. Neste caso, W¢(p) é tinica.

Suponha que z® seja um ponto de equilivrio assintoticamente estavel do sistema (1).
A regido de estabilidade (ou regiao de atragao) de z° é o conjunto A(x®) = {x € R"|
o(t, ) — x® quando t — +o0}.

A regiao de estabilidade A(z®) é um conjunto aberto e invariante. Seu fecho A(x*) é
invariante e a fronteira da regido de estabilidade OA(x*) é um conjunto fechado e invariante.

Com o intuito de compreender melhor a fronteira da regiao de estabilidade e obter
melhores estimativas da regiao de estabilidade, foram desenvolvidos caracterizagoes da
fronteira da regiao de estabilidade.

Uma caracterizacao completa da fronteira da regiao de estabilidade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel x® do sistema (1) foi desenvolvida em [2] sob as seguintes
hipoteses:

(A1) Todos os pontos de equilibrio em 0A(z*) sao hiperbdlicos;

(A2) As variedades estdvel e instdvel dos pontos de equilibrio em JA(z®) satisfazem a
condicao de transversalidade;

(A3) Trajetérias em OA(z®) aproximam-se de um dos seus pontos de equilibrio quando
t — o0.

A fronteira da regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estével
x*® do sistema (1), satisfazendo as hipdteses (A1), (A2) e (A3), é a unido das variedades
estaveis de todos pontos de equilibrio na fronteira 0A(z*) = | J, W*(x;), onde x;, i = 1,2, ...
sao os pontos de equilibrio hiperbélicos na fronteira da regiao de estabilidade 0A(x*).

As hipéteses (A1) e (A2) sao propriedades genéricas de sistemas dinamicos na forma
de (1), veja [12]. Condigoes suficientes para a verificagdo da hipétese (A3) foram dadas
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em [1].

Neste artigo, estudaremos a caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade
quando a suposi¢do (A1) é violada. Em particular, estudaremos a caracterizacdo da
fronteira da regiao de estabilidade quando um ponto de equilibrio nao hiperbdlico Hopf
Subcritico é encontrado na fronteira da regiao de estabilidade. Embora a suposicao (A1)
seja genérica, o estudo da caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade na presenca
de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos é importante para entender o comportamento da
regiao de estabilidade, como consequéncia de variagoes de parametros. Essas mudancas ja
foram investigadas na ocorréncia de bifurcagoes sela-né do tipo-zero na fronteira da regiao
de estabilidade [4], [5], e na ocorréncia de pontos de equilibrio Hopf supercriticos do tipo
kE,com1<k<n-—2 7.

5 Pontos de Equilibrio de Hopf Subcritico na fronteira da
regiao de estabilidade

Nesta secao, resultados inéditos de caracterizacao de equilibrios na fronteira da regiao
de estabilidade sao apresentados. A caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade
na presenca de um ponto de equilibrio Hopf Subcritico serd desenvolvida em dois passos.
Primeiramente, estudaremos uma caracterizacao local da fronteira da regiao de estabili-
dade, estudando e caracterizando os pontos de equilibrio que pertencem a fronteira da
regiao de estabilidade, e em seguida, uma caracterizacao global serd desenvolvida.

Os proximos teoremas oferecem condicOes necessdrias e suficientes para garantir que
um ponto de equilibrio Hopf Subcritico pertenga a fronteira da regiao de estabilidade em
termos das propriedades das suas variedades estavel local, centro instavel local e centro
local.

Teorema 5.1. (Ponto de equilibrio Hopf subcritico na fronteira da regiao de
estabilidade) Sejam x° um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel e A(x®) sua regiao
de estabilidade. Seja p um ponto de equilibrio Hopf subcritico de (1). Se p € um ponto de
equilibrio Hopf subcritico tipo-k de (1), com 0 < k < n — 2, entdo:

(i) p € DA(*) <= (Wk(p) \ {p}) N A@z*) £ 0

(i) p € DA(z") <= Wi (p) N OA(*) # 0

A prova completa do Teorema 5.1 é longa e sera omitida. A prova deste teorema é uma
consequéncia do A-lema para pontos de equilibrio nao hiperbdlicos, veja [16]. Explorando
esse lema, encontramos uma sequéncia de pontos na regiao de estabilidade convergindo
para um ponto na variedade central do ponto de equilibrio Hopf subcritico.

Como uma consequéncia do Teorema 5.1, sabemos que W (p) N A(z®) # 0 se k =0
ou W2 (p)NA(x®) # 0 se k > 1 é uma condicao suficiente para guarantir que um ponto de
equilibrio Hopf subcritico p pertenca a fronteira da regiao de estabilidade. Sera relevante
estudar quando esta condigao é também necessaria.

O Teorema 5.1 pode ser melhorado impondo-se algumas condigoes para o campo veto-
rial. Sejam x® um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, p um ponto de equilibrio
Hopf Subcritico de (1), e consideremos as seguintes suposigoes:
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(A1”?) Todos os pontos de equilibrio em dA(x*) sdo pontos de equilibrio hiperbdlicos ou
pontos de equilibrio do tipo Hopf subcritico;

(A2”) As variedades estavel, instavel, central e/ou centro instavel dos pontos de equilibrio
em 0A(z®) satisfazem a condicao de transversalidade.

A condi¢ao (A1”’) é mais fraca do que a condicdo (A1), uma vez que permite a
presenca de pontos de equilibrio nao hiperbdlicos na fronteira da regiao de estabilidade.

O proéximo resultado fornece condicOes necessarias e suficientes para garantir que os
pontos de equilibrio hiperbdlicos e os pontos de equilibrio Hopf Subcriticos pertencam a
fronteira da regiao de estabilidade.

Teorema 5.2. (Pontos de equilibrio tipo-k na fronteira de estabilidade): Seja
A(z®) a regigo de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel x® de (1)
e suponha que as sequintes suposicoes (A1”’), (A27) e (A3) sejam satisfeitas. Sejam
p um ponto equilibrio Hopf subcritico do tipo-k, com 1 < k < n — 3, e x* um ponto de
equilibrio hiperbdlico do tipo-k', com k' < n, de (1). Entdo:
(i) p € OA(z*) <= W(p) N A(z®) #

z* € 0A(2®) <= W (a*) N A(z®) # 0
(7i) p € 0A(z®) <= W*(p) C DA(x?)

x* € 0A(x®) <= W*(x*) C 0A(x®)

O proximo teorema oferece uma caracterizagao completa da fronteira da regiao de
estabilidade quando existem pontos de equilibrio Hopf subcriticos em 9A(z*).

Teorema 5.3. (Caracterizacao da Fronteira de Estabilidade): Seja x° um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel de (1) e A(x®) sua regiao de estabilidade. Se as
suposicoes (A17°), (A7) e (A8) sdo satisfeitas, entio OA(z®) = U, W*(z;) U; W*(py)
onde x; sao 0s pontos de equilibrio hiperbdlicos e p; os pontos de equilibrio Hopf subcriticos
em A(x®), 4, j=1,2,---.

6 Conclusao

Neste artigo estudamos a caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade de siste-
mas dinamicos nao lineares autonomos na presenca do ponto de equilibrio Hopf Subcritico.
Foram oferecidas condigoes necessérias e suficientes para que um ponto de equilibrio hi-
perbdlico e um ponto de equilibrio Hopf subcritico pertenca a fronteira da regiao de esta-
bilidade. A caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade proposta neste trabalho
é uma generalizacao das caracterizagoes encontradas na literatura permitindo a presenga
de um determinado tipo de ponto de equilibrio nao-hiperbdlico na fronteira da regiao de
estabilidade. Explorando as caracterizacoes desenvolvidas neste trabalho, esperamos no
futuro préximo, entender como a regiao de estabilidade se comporta quando bifurcacoes
locais do tipo Hopf ocorrem na fronteira da regiao de estabilidade.
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