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Resumo. Uma formulação de elementos finitos semi-discretos é proposta para aproximar
o sistema acoplado não linear de Equações Diferenciais Parciais, composto da Equação
de Richards para o fluxo e da equação do transporte de Advecção-Dispersão-Sorção para
a concentração, que modela o transporte de solutos no solo. A equação de Richards é
apresentada em três formas [1]: forma h, devida a carga de pressão; forma θ, baseado na
umidade e forma mista, que é a combinação das duas variáveis. Neste trabalho, a equação de
Richards é resolvida na forma mista que tem vantagens em relação à forma h, pois garante as
propriedades de conservação de massa. Em ambas equações a variável espacial é aproximada
pelo método de elementos finitos e a integração do tempo é resolvido usando a famı́lia do
Método Trapezoidal Generalizado.
Palavras-chave: Equação de Richards, Método de Elementos Finitos, Equação de Trans-
porte de Solutos.

1 Introdução

O transporte de solutos no solo na zona não-saturada é modelado matematicamente
por um sistema acoplado de Equações Diferenciais Parciais. Este modelo é considerado
uma importante ferramenta, pois permite prever os riscos de poluição e contaminação e
ainda os impactos que determinado soluto pode causar no sistema solo-água [3].

Nos trabalhos [2, 3] foi resolvida a equação de Richards na forma h, devido à carga
de pressão, cuja desvantagem é a perda da conservação de massa. Em [1] foi provado
que a propriedade de conservação de massa é alcançada quando as aproximações por
diferenças finitas ou elementos finitos da equação de Richards são baseadas com a derivada
temporal da variável θ, devido à umidade. Observou-se que enquanto ∂θ/∂t = C(h)∂h/∂t
são equivalentes matematicamente no cont́ınuo, o seu análogo discreto não é equivalente
devido à natureza altamente não linear da capacidade h́ıdrica C(h). Portanto, a equação
de Richards na forma mista, que é a combinação das duas variáveis, é a mais indicada
porque além de ter a variável θ, providencia a solução em termos de h, que é a variável de
interesse, o que não é conseguido na forma θ.
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2 Modelo Matemático

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente o sistema acoplado do transporte
de solutos, dada na forma pontual:
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onde h é a carga de pressão (potencial matricial), t é o tempo, z a coordenada vertical, v
o fluxo, c a concentração volumétrica do soluto, R é o fator de retardo devido à sorção do
solo, D é o coeficiente de dispersão mecânica, λ o coeficiente de decaimento de primeira
ordem, θ a umidade volumétrica (conteúdo de água) e K a condutividade hidráulica do
solo. A equação (1) é a equação de Richards na forma mista, a equação (2) é a velocidade
ou fluxo da carga de água e (3) é a equação de advecção-dispersão-sorção.

2.1 Solução Numérica

Na literatura o sistema acoplado é amplamente resolvido utilizando o Método de Dife-
renças Finitas (MDF) em sua formulação semi-discreta. Neste trabalho, o sistema acoplado
é resolvido usando o Método de Elementos Finitos (MEF) na forma semi-discreta, isto é, a
variável temporal é aproximada pelo Método Trapezoidal Generalizado e a variável espa-
cial é aproximada por elementos finitos. O sistema não linear resultante da discretização
da equação de Richards é resolvido usando o método de Newton-Raphson. O transporte
do ı́on potássio numa coluna de solo não saturado é apresentado.
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