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Resumo.

Neste trabalho, provamos que todos os membros de uma familia infinita de snarks obtida
pela superposicao, definida por Kochol em 1996, sao Tipo 1. Este resultado contribui com
as evidéncias de que nao existe snark Tipo 2 com cintura pelo menos 5.
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1 Introducao

Em 1852, o matematico Francis Guthrie propos a famosa Conjectura das Quatro Cores,
afirmando que todo mapa geogréfico podia ser colorido com no maximo 4 cores. Mais tarde,
na busca de uma prova ou de um contraexemplo para esta conjectura, os grafos cubicos,
foco deste trabalho, desempenharam um papel importante. Em 1880, Tait [11] provou
que a Conjectura das Quatro Cores era equivalente a afirmacao de que todo grafo cubico
planar sem ponte possui indice cromatico 3. A procura por um contraexemplo para a
conjectura motivou o estudo de uma classe especial de grafos ctibicos chamada de Snarks.
Este nome foi proposto por Gardner [4] baseado no poema “The Hunting of the Snark”
de Lewis Carroll, no qual snarks eram animais dificeis de serem encontrados.

Antes de apresentarmos o objetivo e resultado deste trabalho, vejamos algumas de-
fini¢oes importantes. Um semigrafo é uma tripla G = (V(G), E(G), S(G)), onde V(G) é o
conjunto de vértices de G, E(G) é o conjunto de arestas possuindo dois vértices extremos
em V(G), e S(G) é o conjunto de semiarestas possuindo um vértice extremo em V(G).
Um grafo G é um semigrafo sem semiarestas. Neste caso, denotamos como G = (V, E).
Seja G = (V, E,S) um semigrafo. O grau d(v) de um vértice v de G é o nimero de
elementos de E U S que sao incidentes a v. Dizemos que G é d-regular se o grau de to-
dos os vértices é igual a d. Neste trabalho, estamos interessados em grafos e semigrafos
3-regulares, também chamados respectivamente de grafos cibicos e semigrafos ciubicos.
Um ciclo em um grafo é um caminho de tamanho no minimo 3 que comeca e termina no
mesmo vértice. A cintura de G é o tamanho do menor ciclo contido em G.

Uma k-coloracdo de arestas de G é uma atribuicao de k cores as arestas de G de forma
que arestas adjacentes possuam cores diferentes. O 7ndice cromdtico X' de G é o menor k
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tal que o grafo possui uma k-coloracao de arestas. Pelo conhecido Teorema de Vizing [5],
temos que x’ é igual a A ou A + 1, onde A é o grau méximo de G. Similarmente, uma
k-coloragao total de G é uma atribuicao de k cores aos elementos (vértices e arestas) de
G de forma que elementos adjacentes possuam cores diferentes. O nidmero cromdtico total
x7 de G é o menor k tal que o grafo possui uma k-coloracao total. A conhecida Conjectura
da Coloragao Total [5] afirma que xp é igual a A + 1 ou A + 2. Grafos com yr = A+ 1
sao chamados de Tipo 1, caso contrario, sao chamados de Tipo 2. E importante notar
que a Conjectura da Coloracao Total foi provada para grafos cibicos, ou seja, o nimero
cromético total de um grafo ciibico é sempre 4 ou 5 [8].

Seja A um subconjunto préprio de V. Denotamos por wg(A), o conjunto de arestas
de G com um extremo em A e o outro em V' \ A. Um subconjunto F' de arestas de G é um
corte de arestas se existe um subconjunto préprio nao vazio A de V tal que F' = wg(A) e
dizemos que F' € induzido por A. Se G possui um corte de arestas de tamanho 1, dizemos
que G possui uma ponte. Se cada um dos G[A] e G[V \ A] possui pelo menos um ciclo,
entdo wg(A) é um c-corte. Um grafo cibico é ciclicamente 4-aresta-conezo se este nao
possui um c-corte de arestas de cardinalidade menor que 4.

Agora estamos prontos para apresentar a principal definicdo. Um snark é um grafo
ctibico ciclicamente 4-aresta-conexo com y' = A + 1.

Motivados pela Conjectura 1.1 proposta por Cavicchioli et al. [3], investigamos uma
familia infinita de snarks construidos pela superposicao [7] e provamos que todos sao
Tipo 1. Dessa forma, contribuimos com as evidéncias de que esta conjectura possa ser
verdadeira. OQutros trabalhos recentes relacionados a Conjectura 1.1 existem na literatura,
citamos por exemplo [1,2,9,10].

Conjectura 1.1 (Cavicchioli et al., 2003). Todo snark com cintura pelo menos 5 é Tipo 1.

2 Familia de snarks Tipo 1

A seguir, apresentamos uma familia de snarks construida através do método chamado
de superposi¢ao, proposto por Kochol [7] em 1996, e provamos que todos os seus membros
sao Tipo 1. Com este método, Kochol foi capaz de construir uma quantidade infinita de
snarks com cintura grande. Portanto, sem duvida, trabalhar com estas construgoes é um
bom caminho para o estudo da Conjectura 1.1.

Para a construcao, utilizamos os semigrafos ciibicos que admitem semiarestas isoladas,
ou seja, semiarestas sem vértices extremos. Considere o semigrafo ctibico M = (V, E, S).
S é particionado em n conjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos S1, Sa, ..., S,, tais que
|Si| = ki, i = 1,2,...,n. Os conjuntos S;’s sao chamados de conectores do (ki, ks, ..., ky)-
semigrafo M. Consideramos uma semiaresta isolada como dois elementos em S, um para
cada extremo da semiaresta isolada.

Uma superaresta é um semigrafo com dois conectores e um supervértice é um semigrafo
com trés conectores. Os seguintes semigrafos serao usados na construcao e estao ilustrados
na Figura 1.

(a) Seja G um snark e sejam u; e uy dois vértices nao adjacentes de G. O (3,3)-
semigrafo G’ obtido a partir de G pela remocao destes vértices é uma superaresta.
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Na construcao a seguir, utilizamos os snarks da familia Snark-Flor;
(b) O (1,1)-semigrafo L’ consistindo em uma semiaresta isolada é uma superaresta,;

(¢) O (1,3,3)-semigrafo J' consistindo em duas semiarestas isoladas e um vértice ex-
tremo de trés semiarestas é um supervértice;

(d) O (1,1,1)-semigrafo N’ consistindo em um vértice extremo de trés semiarestas é um

supervértice.
(BT S e :>
(a) Superaresta G’
(b) Superaresta L’ (c) Supervértice J’ (d) Supervértice N’

Figura 1: Semigrafos usados na construcao.

Seja G um grafo cibico. Substitua cada aresta e € E por uma superaresta £(e) e
cada vértice v € V por um supervértice ¥(v). Assuma que, se v € V é incidente a
e € E, entao um conector de ¥(v) é pareado com um conector de £(e), ambos possuindo a
mesma quantidade de semiarestas. Fazendo a juncao das semiarestas, obtemos um grafo
cibico que é chamado grafo de superposicio de G, denotado por G(19,§). As Figuras 1 e 3
apresentam todos os elementos envolvidos na construcao.

De uma forma sucinta, apresentaremos a superposi¢ao que constréi um novo snark a
partir do snark de Petersen, pela substituicao de vértices e arestas pelos supervértices e
superarestas listados acima.

Denotamos por Fj, i > 5 impar, o membro da conhecida familia Snark-Flor, definida
por Isaacs [6]. Para cada i, a partir do snark de Petersen, construimos um novo snark de
ordem 247 — 2.

Acompanhe a seguir as etapas da construgao do snark P;(1,§), i > 5 fimpar.

(1) Considere o Snark-Flor F5 da Figura 2. O (3, 3)-semigrafo F] de ordem 4i — 2 obtido
a partir de F; pela remocao dos vértices uj e uy (Figura 1 (a)), que sao preservados
em todos os snarks F;, ¢ > 5, é uma superaresta usada na construcao do novo snark

Pi(9,€).

(2) Considere agora o grafo de Petersen P ilustrado na Figura 3. Para cada i, substitua
as seis arestas x1y1,¥y121, 21T2, TaY2, Y229, 20w de P por seis copias da superaresta
F!, denotadas como A}, A?, A?, A;-l, A2, Af, respectivamente.
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(3) Substitua os seis vértices x1,y1, 21, T2, Y2, 22 de P por seis cépias do supervértice J’
representado na Figura 1 (c).

(4) Por fim, os demais elementos de P sao preservados no novo snark P;(9,£). Mais
precisamente, todas as arestas e vértices restantes sao substituidos por cépias da
superaresta L' e por cépias do supervértice N’ respectivamente representados nas
Figuras 1 (b) e (d).

O grafo cibico P;(1, &) obtido por esta construgao ¢ um snark [7]. Como sempre re-
movemos o mesmo par de vértices uq e uo de Fj, temos que esta familia é bem particular.
Portanto, outras familias infinitas de snarks podem ser obtidas com esta mesma cons-
trucao, utilizando os mesmos elementos e tomando outros pares de vértices em Fj;, por
exemplo.

Teorema 2.1. Cada snark P;(9,§), i > 5 impar, é Tipo 1.

Demonstragao. A prova deste resultado requer trés 4-coloragoes-totais para cada (3,3)-
semigrafo F! obtido a partir de cada Snark-Flor F;, i > 5 fmpar, pela forma apresentada
anteriormente. Utilizamos a 4-coloragao-total da familia Snark-Flor determinada por Cam-
pos et al. [2] e, com base neste trabalho, determinamos as outras 4-coloragdes-totais para
os F!’s, que serao utilizadas nesta prova. Para mais detalhes sobre a construcao da familia
Snark-Flor, indicamos [2, 6].

Para facilitar a visualizacao das coloragoes nas figuras, optamos por colorir somente
as arestas. Observe que sempre existe uma cor disponivel para cada vértice. Considere
as 4-coloracdes-totais C1,C%, C? do (3, 3)-semigrafo F! apresentadas na Figura 2 para o
F! (a coloracio C? foi determinada por Campos et al. [2]). As trés 4-coloragdes-totais
C1,C?%, O3 serao utilizadas na 4-coloragao-total do snark P;(¥,¢).

Nas 4-coloracoes-totais C7, j = 1,2, 3, indicadas na Figura 2, as trés semiarestas de
cada conector Si, k = 1,2, do (3, 3)-semigrafo cibico F/ estdo em negrito para facilitar
a visualizacio. Além disso, exibimos somente as cores em C atribuidas aos vértices
extremos de cada semiaresta. Cada C7 pode ser estendida de forma a colorir todos os
F!’s, i > 7, seguindo o que foi feito em [2]. A Figura 2 exibe C7 para o (3, 3)-semigrafo Fy.

A 4-coloragao-total do novo snark P;(¥, &), i > 5 impar, utiliza a coloracao C* para A,
Ay e A3, C' para Ay, e finalmente C? para As e Ag. Estendemos esta 4-coloracio-total
para o snark P;(1,£) como na Figura 3; observe que nao ha conflito de cores entre os
elementos. Assim, concluimos a prova. O

Uma generalizacao desta construgao consiste em alterar a etapa (2) para: Substituir
as seis arestas de P por seis superarestas obtidas a partir de F;, considerando qualquer 1,
e esta generalizacao nos permite construir snarks de ordem 118+ 8I, [ > 0, que sao Tipo 1.

3 Conclusao

Neste trabalho, provamos que todos os membros de uma familia de snarks construida
pela superposicao de snarks sao Tipo 1. Como trabalhos futuros, iremos investigar a
coloracao total de outras familias infinitas de snarks obtidas por esta construcao.
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Figura 2: As 4-coloracoes-totais Ct, 02, C3.

Superaresta/\ N/

P

Figura 3: Um esquema da superposicao abordada.

Agradecimentos

Agradego a minhas orientadoras de doutorado Celina M. H. de Figueiredo (COPPE/
UFRJ), Simone Dantas (UFF) e Myriam Preissmann (G-SCOP, Grenoble, Franga) por
todas as estimulantes discussoes sobre o tema deste trabalho. Agradeco ao CNPq e ao
projeto CAPES/COFECUB pelo apoio financeiro durante a execucao desta pesquisa. Por
ultimo, agradeco ao revisor anoénimo deste trabalho pela significativa simplificacao da
prova do Teorema 2.1 e pelas importantes sugestoes que melhoraram o texto.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0236 010236-5 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0236

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Referéncias

[1] G. Brinkmann, M. Preissmann e D. Sasaki. Snarks with total chromatic number 5,
Discrete Math. Theor. Comput. Sci., 17 (1):369-382, 2015.

[2] C.N. Campos, S. Dantas e C. P. Mello. The total-chromatic number of some families
of snarks, Discrete Math., 311:984-988, 2011.

[3] A. Cavicchioli, T. Murgolo, B. Ruini e F. Spaggiari. Special classes of snarks, Acta
Appl. Math., 76 (1):57-88, 2003.

[4] M. Gardner. Mathematical Games: Snarks, Boojums and other conjectures related
to the four-color-map theorem, Sci. Am., 234 (4):126-130, 1976.

[5] F. Harary. Graph Theory. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1969.

[6] R. Isaacs. Infinite families of nontrivial trivalent graphs which are not Tait colorable,
Amer. Math. Monthly, 82 (3):221-239, 1975.

[7] M. Kochol. Snarks without small cycles, J. Combin. Theory Ser. B, 67:34-47, 1996.

[8] M. Rosenfeld. On the total chromatic number of a graph, Israel J. Math., 9:396-402,
1971.

[9] D. Sasaki, Sobre coloracao total de grafos cibicos. Tese de Doutorado, Programa de
Engenharia de Sistemas e Computagao, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, 2013.

[10] D. Sasaki, S. Dantas, C. M. H de Figueiredo, M. Preissmann. The hunting of a snark
with total chromatic number 5, Discrete Appl. Math, 164 (2):470-481, 2014.

[11] P. G. Tait. Remarks on the colouring of maps, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 10
(729):501-503, 1880.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0236 010236-6 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0236

