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1 Introdução

Um importante Teorema da Geometria Euclidiana é O Terorema do Ângulo Externo,
utilizado inclusive em algumas demonstrações desta. Este Teorema aparece na axiomática
sugerida por Hilbert antes do Teorema das Paralelas [1]. Porém, na Geometria Euclidiana
este não se mostra válido. Neste trabalho serão apresentados contra exemplos de alguns
dos teoremas e colorários relacionados a este importante teorema.

2 Geometria Euclidiana × Geometria Esférica

Definição 2.1. Seja ABC um triângulo, os ângulos AB̂C, BĈA e CÂB são chamados
de ângulos internos ou ângulos do triângulo, como representado na Figura 1. Os
suplementos destes ângulos são chamados de ângulos externos do triângulo.

Figura 1: Ângulos do triângulo ABC nas geometrias Euclidiana e Esférica, respectiva-
mente.

Observe que no triângulo ABC os ângulos internos são AB̂C, BĈA e CÂB; enquanto
o ângulo CB̂D representado é um dos ângulos externos do triângulo.

Teorema 2.1 (Teorema do Ângulo Externo). Todo ângulo externo de um triângulo mede
mais que qualquer ângulo interno não adjacente a este.
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O Teorema do Ângulo Externo, na Geometria Euclidiana, Teorema 2.1, diz que todo
ângulo externo de um triângulo mede mais que qualquer ângulo interno não adjacente a
este. Porém é posśıvel construir um triângulo esférico com seus três ângulos retos, como
na Figura 2, chamado triângulo trirretângulo.

Figura 2: Triângulo esférico trirretângulo ABC.

Sendo AB̂C um ângulo reto, temos que seu suplementar, o ângulo AB̂D, é também
um ângulo reto. Dáı o ângulo externo AB̂D, mede o mesmo que qualquer dos ângulos
internos. Logo, o Teorema do Ângulo Externo não é satisfeito na Geometria Esférica.

O triângulo trirretângulo também pode ser utilizado como contra-exemplo para outras
duas proposições da Geometria Euclidiana.

Proposição 2.1. A soma das medidas de quaisquer dois ângulos de um triângulo é menor
do que 180◦.

Um triângulo de três ângulos retos não satisfaz esta proposição, pois somando quais-
quer dois ângulos do Triângulo ABC temos a medida de 180◦.

Corolário 2.1. Todo triângulo possui pelo menos dois ângulos internos agudos.

O triângulo ABC apresentado possui os três ângulos retos, portanto nenhum de seus
ângulos são agudos.

O fato do Teorema do Ângulo Externo não ser válido na Geometria Esférica por mais
que seja apresentado no trabalho de Hilbert antes do Teorema das Paralelas [1], sinaliza
que as Geometrias Euclidianas e Esférica possuem mais divergências que apenas o Quinto
Axioma de Euclides.

Agradecimentos
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