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Resumo. Neste trabalho classificaremos as métricas de blocos ordenados que tornam uma
classe de cddigos binarios de Hamming estendidos cédigos 1-perfeitos. Em particular re-
obeteremos a classificacao das métricas de blocos ordenados que tornam o cédigo bindrio
de Hamming estendido [8;4; 4]y um cédigo 1-perfeito e apresentaremos a classificagio das
métricas de blocos ordenados que tornam 1-perfeito o cédigo binario de Hamming estendido
[16;11;4] 4.
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1 Introducao

Seja [n] :={1,2,...,n} um conjunto com n elementos e seja < uma relacao de ordem
sobre [n]. O par P := ([n], <) serd chamado de conjunto ordenado ou simplesmente de
ordem. Diremos que k é menor do que j se k < j e k # j. Um ideal em P é um
subconjunto I C [n] que contém todos os elementos que sdo menores ou iguais a algum
dos seus elementos, isto é, se j € [ e k < j entdao k € I. Dado um subconjuto X C [n],
denotaremos por (X) o menor ideal contendo X, chamado de ideal gerado por X. Se
X = {i}, entdo escreveremos (i).

Agora seja

m:[n] - N

uma aplicacao tal que 7 (i) > 0 para todo i € [n]. Chamaremos a aplicacao 7 de rétulo
sobre [n]. Se k; := m (i), definimos V; como sendo o espago vetorial V; = FFi de todas as
k;-uplas sobre o corpo fintio F, e V' como sendo a soma direta dos espagos V;:

Vi=VieVhd...0V,.

Podemos identificar V' com o espago IF{IV ,onde N = ki + ko + ...+ k,. Cada vetor de V'
pode ser escrito de forma tnica como

Vv=v1+v2+...+v,
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com v; € V;, para cada 1 <i < n.
Dado uma ordem P = ([n|,<)ev =v; +va+ ...+ v, € V, o w-suporte de v é o
conjunto
supp (v) := {i € [n] : v; # 0}.
Definimos o (P, 7)-peso de v como sendo a cardinalidade do menor ideal gerado por
supp(v):
w(pm (v) = [(supp (v))],

onde | X | denota a cardinalidade do conjunto finito X. Se u e v sdo vetores de Fév , entao
a (P, )-distancia entre u e v é definida por

d(P,TI’) (‘737 y) = W(pr) (l’ - y) :

O conjunto
B(pr (u;r) = {U €V :idpnm (u,v) < 7‘}

é a bola de centro u e raio r. A saber,

Bon@n =143 Y T (1) I &

=1 j=1 IE@]' (Z) mGMaX(I) l<m;ymeMax(I)

onde ©; (i) = {I C P : 1 ideal, |I| =1, |Max (/)| = j} e Max (I) é o conjunto dos elemen-
tos maximais no ideal I C P. O numero de vetores em uma bola de raio r nao depende
do seu centro.

Um [N sk;d P77r):| cddigo linear é um subespago k-dimensional C' do espaco Fév onde

dipry =min{dpn) (¢,) :c# € C}

é a (P, )-distancia minima do cédigo C'.

A (P, m)-distancia é uma métrica sobre V' que combina e estende a métrica ordenada,
proposta por Brualdi, Graves e Lawrence em [2] e, a métrica de blocos, introduzida por
Feng, Xu e Hickernell em [3]. Chamaremos o espago (V,dpr) de espagco métrico de blocos
ordenados. Quando o rétulo 7 satisfaz 7 (i) = 1, para todo i € [n], a (P, n)-distancia
coincide com a métrica ordenada dp proposta por Brualdi et al. Quando P é a ordem
anticadeia (elementos distintos ndo sdo compardveis entre si), a (P, w)-distancia coincide
com a métrica de blocos d, proposta por Feng et al. No caso em que ambas as condigoes
ocorrem (m (i) = 1 para todo i € [n|] e P é a ordem anticadeia), a métrica de blocos
ordenados se reduz a usual métrica de Hamming dgy. Neste caso usaremos o indice H
para denotar a métrica de Hamming dp, os parametros de um cédigo linear, [n; k; dg],
e o suporte suppy (u) = {i : u; # 0} de um vetor u = (ug,uz,...,uy) € ]F(]]V.

2 Cébdigos Perfeitos em Espacos de Blocos Ordenados

Seja d uma métrica sobre V e C' um subconjunto de V. O raio de empacotamento
R4 (C) de C é o maior inteiro positivo r tal que quaisquer duas bolas de raio r centradas
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em elementos distintos de C' sao disjuntas. Diremos que um cédigo C' é Ry (C)-perfeito se
a uniao das bolas de raio R, (C) centradas nos elementos de C' cobrem todo o espago V.
Neste trabalho classificaremos as métricas de blocos ordenados que tornam uma classe de
codigos bindrios de Hamming estendidos cédigos 1-perfeitos. Em particular, reobeteremos
a classificacao das métricas de blocos ordenados que tornam o cédigo binario de Ham-
ming estendido [8;4; 4]y um cddigo 1-perfeito (ver [1]) e, apresentaremos a classificagao
das métricas de blocos ordenados que tornam 1-perfeito o cédigo bindrio de Hamming
estendido [16; 11;4] .

Seja C um [N; k] cddigo linear e 1 <7 < N — k. Comegaremos exibindo uma familia
de métricas de blocos ordenados que tornam C' um cédigo r-perfeito.

Considere uma partigdo [N] = AU B com |A| = N — k e |B| = k. Agora considere
uma particdo de [N] que refina A U B, particionando A em r partes, 1 <r < N — k, isto

3

e7
[N]=A4,U...UA, UB;1U...UB,
com
A=A1U...UA, e B=B,1U...UB,.
Seja IT = {A1,..., 4, Brt1,..., By} o conjunto dos blocos e P = ([n], <) uma estrutura

de ordem em II tal que
A; < Bj, paratodoi=1,2,...,rej=r+1,...,n
SejaV=Vi@&Va&...®V, o espago dos blocos ordenados munido com a métrica d(p ).

Teorema 2.1. Seja C um [N;k] cddigo linear e B um conjunto de informacoes de C.
Entao a estrutura de blocos ordenados (P, 1) sobre V = quv torna C um codigo r-perfeito.

Demonstracdo. Dado 0 # ¢ € C,
c=c1t+c+...+ctcep1t+.. .ty

com ¢ € Vi, 1 < i < n, como B é um conjunto de informagoes de C, alguma das
coordenadas nao nulas de c estard contida em B, digamos em Bj,. Como B; > A; para
todoi=1,2...,7, temos que wpm (c) > r+ 1. Dado

rT=x1+x2+...+Tpr +Tpp1+ ...+ Tn,

se
dpm (e,7) <,

entao ¢; = x;j para cadar+1 < j <n e, em particular z;, # 0. Dal que wp ) (x) >r+1
e, consequentemente
Bpmy (0;7) N Bipmy (¢;7) = 9.

Da estrutura de blocos ordenados, obtemos que

Bpmy (0;7) = {xGFéV : (supp (z)) C A} = {xEFéV csupp () CA}=Vid-- @V,
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donde segue que
A N—k
|Bipm (¢;m)| = | Bepm (057)| = gl = gNk,
Isto mostra que as ¢* bolas disjuntas de raio r centradas nos elementos de C' cobrem o
espacgo F(]]V . Portanto C' é r-perfeito. 0

O proximo resultado, elementar, serd utilizado na préxima secao. Seja I (P ) © conjunto

de todos os ideais de cardinalidade r em P.
Proposigao 2.1. Se I(p ) = {I} ei €I, entao i < j para todo j € P\I.

Encerramos esta secao apresentando uma condigao necessaria para o empacotamento
de esferas.

Proposigao 2.2. Seja I(lpﬂ) = {{ir}, {i2},... ., {ir}} e ki, = 7w (i;) para cada 1 < j <.
Se C' é um [N; k] cddigo bindrio linear 1-perfeito, entao

okin 4 okin 4y ok — Nk _ 7 4
Demonstragao. Note inicialmente que
T T
|Bpm (0: 1) =1+ (2’% - 1) =1-r+ Y 28
Jj=1 j=1

Como C' é 1-perfeito,

Bipr (0;1)| = 287, Logo

okin 4 okia 4 okir —oN=k _ 1 4

3 C(Cddigos Binarios de Hamming Estendidos Perfeitos

Seja H(m) o [2";2™ — 1 — m; 4] cédigo binario de Hamming estendido (para maiores
detalhes ver [4]). Nesta segao classificaremos as estruturas de blocos ordenados que tornam
codigos 1-perfeitos uma classe de codigos binarios de Hamming estendidos.

Seja B := {supp(c) : ¢ € H(m),wg(c) = 4} o conjunto dos suportes das palavras-
c6digo de H(m) de peso minimo e P := [2]. E bem conhecido na literatura especializada
(ver [4]) que o par (B,P) é um 3 — (2™,4,1) projeto, isto é, dado um subconjunto X C P
com trés elementos, existe um tnico bloco supp(c) € B tal que X C supp(c).

Teorema 3.1. Considere a classe das estruturas de blocos ordenados (P, ) tal que

I(lP,ﬂ-) ={{1},{2},... . {s}}
s kz . s
£ ()

=10

onde
ip=min{i:1<i<sek; =mn(i) >3}.

Se (P, m) pertence a essa classe e R (H (m)) > 1, entao |I(1P77r)\ =1.
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5
Demonstragao. Mostraremos que se s > 1 e
S k; S
i m )
> (5)> 2 ().
1=10 =1
entao Ry, . (H (m)) < 1.
De fato, sejam Vi, Vo, ...,V os blocos rotulados pelos elementos de [ (1P ) A estrutura

de 3 — (2™,4,1) projeto de H (m) garante que, para cada trés coordenadas {z,y, z} em
algum V;, com iy < i < s, existe ¢ € H (m) de peso minimo tal que {z,y, 2} € suppy (¢).
Isto implica que o niimero total de vetores de peso minimo com trés coordenadas em algum

Vi, com ig <1 < s, é igual
5 )

1=10

O ntumero de coordenadas no complementar de Vi @ ... @ V; é igual a

o (g)

=10

Se

entao existem ¢, ¢ € H (m) tal que, c € V;y @V}, ¢ € Viy41 @ V; para algum {j} ¢ I(lPﬂ),
com somente uma das coordenadas nao nulas de ¢ e ¢ em Vj. Disto concluimos que
wp (¢ + ) = 6 e as coordenadas nao nulas de ¢+ ¢ estao em V;, & Vi 41. Sejam ¢’ = c+¢
e uem F3" tal que suppy(u) = suppg(c’) N [k;,]. Entdo

u € Bipm (0;1) N Bpr (¢51),
e, consequentemente, o raio de empacotamento de H (m) é estritamente menor do que

1. O

Teorema 3.2. Considere a classe das estruturas de blocos ordenados (P, ) tal que

I(lP,ﬂ') = {{1}7 {2}7 M {8}}

S kz S
2(3) > om - (Zk)
i=io i=1
onde

ip=min{i:1<i<sek; =mn(i) >3}.
Uma estrutura de blocos ordenados (P, ) dessa classe torna o cddigo bindrio de Hamming
estendido H (m) um cédigo 1-perfeito se, e somente se, I(lpﬂr) ={{i}}, 7(i)=m+1e

~

V=Wvie..eViiaeV,iud...aV,

é um congunto de informagoes para H (m).

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0347 010347-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0347

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Demonstragao. (<) Suponha que I ={i}}, 7)) =m+1leV =Vi®...0Vi1®Vip ®
.. @V, é um conjunto de mformagoes para H (m). Como I(lpm) = {{i}}, a Proposicao
2.1assegura que ¢ < j para todo j € [n]\{i}. Segue do Teorema 2.1 que H (m) é um
codigo 1-perfeito.
(=) Suponha agora que (P,7) é uma estrutura de blocos ordenados que satisfaz as
condigoes do enunciado e que também torna H (m) um cédigo 1-perfeito. Se existe um
bloco V; com {i} € I(IP’W) tal que k; > m + 1, entdo

|Bipm (0;1)] > 1+ (2’% - 1) = oki > gm+1
e, consequentemente, H (m) nao pode ser um cédigo 1-perfeito, ja que nesta condicao
[Bipmy (0:1)] - | H (m) [= 25 | 1 (m) [ > 2741 92" =1mm — 92",

Agora como Rap (H (m)) = 1, segue do Teorema 3.1 que ‘I(lpﬂ)‘ = 1. Suponha que
I(lpﬁ) = {{i}}. J& sabemos que k; < m+1. Nao podemos ter k; < m+ 1, j& que neste caso

H (m) nao é perfeito. Assim k; = m + 1 e V; nao pode conter nenhuma palavra-cédigo c,
caso contrario, wp (c) = 1. O

4 Conclusoes

A tabela abaixo apresenta vérias solugoes para a equagao
okt y ok 4 poks —om g1 (1)
quando s =3, s =5 e 3 <m < 6. Como podemos observar, algumas destas solugoes nao

satisfazem a condigao
[k
Z( >>2m (E:k> (2)

=10

e portanto nao podem ser descartadas diretamente na demonstragao do Teorema 3.2.

s |m | (kayeoke) | 30 (5) | 2 — (20, ki)
313 (1,3,3) 2 1
3|4 (1,4,4) 8 7
315 (1,5,5) 20 21
3|6 (1,6,6) 40 51
5| 4 |(3,3,3,3,2) 4 2
505 | (4,4,4,4,2) 16 14
5|6 |(55,5,5,2) 40 42
51 4 (4,3,3,1,1) 6 4
505 | (5,4,4,1,1) 18 17
5|6 |(6,55,1,1) 40 46
515 | (5,4,4,3,2) 19 13
5|6 | (6,55,4,2) 44 42
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A tabela abaixo mostra que para m = 4 todas as possiveis solugoes de (1) satisfazem
a condigao (2). Portanto o Teorema 3.2 descreve todas as possiveis estruturas de blocos
ordenados que fazem de H (4) um cédigo 1-perfeito.

s | ST ki |2 s —1 | (ke k) | (B) 20— O k)
3 9 34 (1,4,4) 8 7
5 12 36 (1,1,3,3,4) 6 4
5 13 36 (2,2,2,3,4) 5 3
5 14 36 (2,3,3,3,3) 4 2
7 14 38 (13,2,2,3,4) 5 2
7 15 38 (1,25,4) 4 1
9 15 40 (16,2,3,4) 5 1
11 15 42 (110,5) 10 1

O caso m = 3 foi estudado em [1]. Para este caso, todas as possiveis solugoes de (1)
também satisfazem a condicao (2).
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