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1 Introducao

O desenvolvimento de algoritmos rapidos para o calculo de transformadas discretas é
bastante comum nas areas de processamento de sinais, processamento de imagens, entre
outras. Tais algoritmos, em geral, exploram aspectos de simetria existentes na matriz
de transformacao. Recentemente, uma nova transformada definida sobre corpos finitos,
a transformada numérica de Pascal (TNP), foi introduzida [7]. A TNP se baseia no
triangulo de Pascal modular e apresenta propriedades que podem ser usadas na concepgao
de algoritmos para sua computagao.

Neste trabalho sao propostos algoritmos rapidos para computar a TNP. Na Secao 2, a
definicao da TNP é reapresentada. Nas Secoes 3, 4 e 5 sdo desenvolvidos algoritmos rapidos
para a computacao da TNP de comprimentos N =p, N = kp e N = p", respectivamente.
Na Secao 6 sao apresentadas as conclusoes do trabalho.

2 Preliminares

Existem, pelo menos, 12 defini¢es para a matriz de Pascal, todas baseadas no triangulo
de Pascal [3]. Neste trabalho, foi adotada a definigdo a seguir, que emprega aritmética
sobre o corpo finito GF(p). Até onde os autores téem conhecimento, esta é a tnica
transformada definida sobre corpos finitos cujo comprimento independe da caracteristica
do corpo.
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Definicao 2.1. A Transformada numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v = (vg, ..., uy_1)7

v; € GF(p), é a sequéncia V = (Vo, Vi, ..., Vv_1)T, Vi € GF(p), em que

9

Vi := Z T wvi (mod p). (1)

A complexidade multiplicativa do cdlculo da TNP de comprimento N, é M(N) = N2
Pode-se mostrar |7] que, para N = p, a matriz de transformagdo da TNP é uma ma-
triz triangular superior. Neste caso, a complexidade multiplicativa direta, isto é, aquela
decorrente da Definicao incluindo-se as multiplicacoes triviais, é

M(N) = S(p+1). 2)

E possivel reduzir esta complexidade multiplicativa observando certas simetrias decorren-
tes da estrutura do triangulo de Pascal. Assim, vamos considerar inicialmente um exemplo
onde tais simetrias possam ser observadas e exploradas.

Exemplo 2.1. Considere a TNP de comprimento N = 7 da sequéncia v = (vg, vy, -+ ,vg)’
v €GE(T),V = (Vo,V,--- ,Vg)T, Vi € GF(7), em que

)

Vi = Z +k:”z (mod 7).

Em formato matricial, tem-se V = Prv,

Vo 1111111 o
i 1234560 vy
Vo 1363100 Vs
Vs |=]1436000 3
Vi 1510000 V4
Vs 1600000 vs
Vel [1 00000 0]]| v

Note que:

i) Os coeficientes nao nulos da segunda linha da matriz Py, a saber, 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sdo
congruentes, médulo 7, aos inteiros 1, 2, 3, -3, -2 e -1, respectivamente. Assim, V] pode
ser escrita como Vi = (vg — v5) + 2(v1 — v4) + 3(v2 — v3), reduzindo-se de seis para trés o
numero de multiplicagoes para sua computacao. O mesmo raciocinio pode ser aplicado as
outras linhas pares.

ii) Os coeficientes nao nulos das linhas impares sao simétricos. Explorando-se esta simetria,
V3, por exemplo, pode ser computada como Vo = (vg + v4) + 3(v1 4 v3) + 6v2, reduzindo-se
o numero de multiplica¢bes de cinco para trés. O mesmo raciocinio pode ser empregado
em relagao as outras linhas impares.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0310 010310-2 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0310

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

3 A TNP de comprimento primo

As simetrias do triangulo de Pascal modular, observadas no Exemplo[2.1] nos conduzem
ao resultado mostrado a seguir.

Proposicao 3.1. A TNP de comprimento N = p, em que p € um niumero primo impar,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada por

(»* —4p +3)
M(N) = M(p) = TP 3)
Prova. Se My, (p) € Mimpar(p) denotam, respectivamente, as complexidades multiplica-
tivas associadas as linhas pares e as linhas impares no calculo da TNP de comprimento p,
entao pode-se escrever M (p) = Mpar(p) + Mimpar(p), em que

Mpar(p):1+2+'”+(p_1):(p28_1)7
(

2
p—1
2

p—1

Mimpar(p):1+2+"'+( 3

)+p= ) +p-
Uma vez que a primeira linha somente requer multiplicagdes trivais, e cada uma das (p—1)
linhas subsequentes possui pelo menos uma multiplicacao trivial, resulta

2 _
M(p) = Mpar(p) + Mimpar(p) —p— (p — 1) = (pip-i—?J)

O]

Em verdade, o valor para M (p) indicado na Eq.(3) é uma cota superior para a comple-
xidade multiplicativa, uma vez que existe a possibilidade de se ter outras multiplicacoes
triviais na matriz de transformacao da TNP. Para se obter uma expressao da complexidade
multiplicativa que nao inclua as multiplicacoes triviais, é necessédrio contabilizar quantos
termos sao congruentes a +1 mdédulo p na matriz Py Assim, por exemplo, para o caso
N =11, a Eq.(3) nos fornece 20 multiplicagoes. Todavia, uma andlise da matriz Pj; nos
revela que o numero de multiplicagoes nao triviais é 17.

A Tabela mostra as complexidades multiplicativas para o cdlculo da TNP, cujo
comprimento N é um nimero primo impar, considerando-se os métodos: i) Método Di-

reto (Eq.(2)); i) Método rdpido baseado na Proposi¢ao (Eq.(3)).

Tabela 3.1: Comparativo da complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = p,
p > 2 sobre GF(p), de acordo com as Equagoes (2) e (3).

Comprimento

Método | 7 | 11 |13 |17 |19 |23 |29
Eq. (2) | 28 | 66 | 91 | 153 | 190 | 276 | 435
Eq. 3) |6 |20]30|56 |72 | 110 | 182

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0310 010310-3 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0310

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

4 A TNP de comprimento N=kp

Quando a matriz de transformagao da TNP, definida sobre GF'(p), possui uma ordem
do tipo N = kp, k > 1, entdo é possivel decompor esta matriz como o produto de Kronecker
de duas matrizes, isto é, Py = P, ® P, [§]

Exemplo 4.1. Considere a matriz da TNP sobre GF(5) de comprimento N = 15,

111 11111111111 1]
1 23 401234012340
131 001310013100
14 0001400014000
1000 010O0O0O0OT1TO0O0O0OQO0
11 1112222233333
1 23 402413031420
Ps=]13 1002120034320 0
14 0002300032000
10 0002000030000
11 1113333311111
123 403142012340
1 3100343001310 0
14 0003200014000
| 1 0000300001000 0]
Note que P;5 pode ser escrita como

P P P

P15: P5 2P5 3P5

P 3P Ps

e a complexidade multiplicativa para a TNP de comprimento N = 15, sobre GF(5), pode
ser expressa em funcao da complexidade da TNP para N = 5.

Assim,
Vo P P P O
V=WV |=| P 2P 3P v |,
Vs Ps; 3P P Uy
em que

‘}(]:(‘/()1‘/17“'7‘/21)) ‘}1:(‘/5,‘/6,"',‘/9), VZZ(Vlo,Vll,“',VM),
U = (vo,v1,--+ ,v4), U1 = (5,06, " ,v9), V2= (Vi0,V11," " ,V14).

No calculo de Vj computamos e armazenamos as parcelas (Pst, P51 e Psv2), de modo que,

na computacao das outras componentes (V; e V3), ndo é necessério efetuar nenhuma outra

multiplicacao por Ps, apenas p multiplicagoes sao realizadas para cada termo binomial.
d
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Teorema 4.1. A TNP de comprimento N = kp, em que p € um niumero primo impar,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada por

(»* —4p+3)
4
Prova. Note que quando p = 2 ou p = 3 s6 existem multiplicagoes triviais. A prova
deste Teorema pode ser feita considerando a matriz de transformacao da TNP na forma

Py = P, ® Py, ou seja

M(N) = M(kp) = k+p(k — 1) (4)

‘70 Pp Pp Pp Vo

\%1 Pp Czlpp C/ipp 51
V= = ; . } )

‘71@—1 By Cfilpp T 051;—12]31) V-1

Note que o vetor coluna v possui k componentes, em que cada uma possui dimensao
p. A idéia aqui é armazenar todos os produtos resultantes da multiplicacdo da primeira
linha da matriz Py pelo vetor v, evitando-se multiplicacoes adicionais no célculo das
outras componentes de V. Esta multiplicacao requer M (p) multiplicagoes, conforme Eq.
(3). Ademais, note a existéncia de uma submatriz (k — 1) x (k — 1) em que as unicas
multiplicagOes necessarias, usando-se esta abordagem, sao pelos termos binomiais e envolve
p multiplicagoes cada. O resultado segue.
O

A Tabela mostra a complexidade multiplicativa para o calculo da TNP de compri-
mento N = kp, em que p é um ntimero primo maior do que 3. Para efeito de comparacao
é mostrada a complexidade multiplicativa direta. Para o caso em que k é uma poténcia de
p, existe um algoritmo mais eficiente em termos de complexidade multiplicativa, conforme
descrito na segio

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = 5k, k > 1.

N 10 [15 [20 |30 |35
M(N) |9 |26 |53 |137 | 194
NZ [ 100 | 225 | 400 | 900 | 1225

5 A TNP de comprimento N = p"

Quando o comprimento da transformada é do tipo N = p”, entdo é possivel usar o

fato de que a matriz de transformacao pode ser decomposta como o produto de Kronecker
Py =P, ® Py-1.

Teorema 5.1. A TNP de comprimento N = p", em que p € um nimero primo impar,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada por

MGT) = M) + (- 1 2P )
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em que M(p) é dado pela Eq. (3).
Prova. A prova é feita por indugao em r.
Passo Base: r =1 em (J]), resulta M (p) = M (p).

Passo da inducao: Assuma que é verdadeira e faca N = p"+!. Expressando Pyr+1 na
forma P41 = P, ® Pyr, tem-se

i Yb Py Py - Py Py 00
V1 Ppr 2Ppr (p— 1)Ppr 0 'ZA)1
V=l Vo |=| Py 3Py - 0 0 by |
_f/p_l ] | Py 0 --- 0 0 | [ Op—1 |
em que os vetores Vi e b possuem p" componentes, i,k =0,1---,p — 1. Observe que

Vo = Pyt 4 Py + - + Pyriop_1,

em que cada uma das p parcelas contribui com M (p") multiplicagoes, resultando em uma
quantidade de multiplicagbes igual a pM (p"). As linhas restantes sé contém multiplicagoes
por coeficientes binomiais. Assim, devido & estrutura triangular superior desta matriz, a
quantidade de coeficientes binomiais é dada por

(p—1)p-2)

1+2+--+(p-2)= 5 ,

com p" multiplicagOes para cada componennte. Assim, resulta

M(p"t) = pM(p") +p”(p_1)2(p_2)
— M)+ (r— 1) (p—1)(p—2) Ly (p— 1)2(p -2)
=p"M(p) + TPTW
e o resultado segue. -

A Tabela mostra a complexidade multiplicativas para o calculo da TNP de com-
primento N = p", em que p é um primo maior do que 3. Para efeito de comparagao é
mostrada a complexidade multiplicativa direta.

Tabela 5.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = 5",r > 1.

N 25 | 125 625 3.125 15.625
M(N) 40 | 350 2.500 16.250 100.000

o +1
5"( ;_ ) | 325 | 7.875 | 195.625 | 4.884.375 | 122.078.125
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6 Conclusoes

Neste trabalho sao apresentados algoritmos rapidos para a computacao da transfor-
mada numérica de Pascal sobre GF(p). O fato da TNP empregar uma matriz de Pascal
modular, trazendo consigo todo um conjunto de propriedades e de simetrias, produz um
cenario promissor para a definicao de transformadas numéricas de baixa complexidade
multiplicativa. Baseado no fato de que a matriz da TNP é triangular superior, quando
sua ordem N é um numero primo p, foram propostos algoritmos rapidos para a com-
putagao de transformadas de comprimentos N = kp e N = p”. A fatoracao da matriz da
TNP como um produto de Kronecker, apesar de restrita a certas ordens, contribui para a
reducao da complexidade multiplicativa.
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