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Geodésicas e Momento Angular Constante no espaço Anti-de

Sitter (2,3)
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Resumo. Considere MadSL o Espaço de Anti-de Sitter Lorentziano de assinatura (2, 3). Neste tra-
balho demontraremos o fato de que se o movimento de uma part́ıcula restrita à MadSL, sem ação
de nenhuma força detetável por observadores em MadSL, acontece sob momento angular constante,
visto em R2,3, então essa trajetória acontece em uma geodésica tipo-tempo. Também demonstra-
remos que qualquer trajetória em um geodésica na estrutura MadSL implica em movimento sob
momento angular constante, visto em R2,3.
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1 Introdução

Considere Rp,q como sendo o par (Rp+q, g̊), onde g̊ é a métrica pseudo-Euclideana de assinatura
(p, q). No que segue, denotaremos por SO(p, q) o grupo pseudo-ortogonal em Rp,q.

O espaço de Anti-de Sitter M = SO(2, 3)/S(1, 3) de assinatura (2, 3) é uma brana, ou seja uma
subvariedade, na estrutura R2,3. Definimos o espaço de Anti-de Sitter Lorentziano de assinatura
(2, 3) como a estrutura MadSL = (M, g, D, τg, ↑), onde se i : M → R5 é a aplicação inclusão, então
g = i∗̊g é a métrica induzida, D é a conexão de Levi-Civita de M , τg é uma orientação e ↑ é uma
orientação no tempo em M (para mais detalhes, consulte [8, 9]).

Além disso, (M, g) é uma pseudo-esfera na estrutura R2,3 e é um espaço-tempo com curva-
tura Riemanniana constante. O grupo SO(2, 3) age transitivamente em SO(2, 3)/SO(1, 3), que é,
portanto, um espaço homogêneo (para SO(2, 3)).

O espaço de Anti-de Sitter e também o espaço de de Sitter vem sendo usados por muitos
f́ısicos [4, 5] como espaço alternativo para movimento de part́ıculas e campos ao invés do espaço-
tempo de Minkowski M. Como é bem conhecido, o movimento natural de uma part́ıcula livre de
massa m em M acontece sob momento linear constante p = mγ∗ = cte, onde γ : R → M é uma
curva tipo-tempo. A questão que surge aqui é a seguinte:

Qual é o movimento natural de uma part́ıcula livre na estrutura (M, g)?

Uma sugestão natural para o espaço de de Sitter [2] é que tal movimento acontece sob momento
angular constante L determinado por observadores do espaço ambiente em que M está mergulhado.
Guiados por tal ideia, apresentamos aqui o seguinte resultado:

a) Se uma part́ıcula viaja em uma geodésica na estrutura MasSL, então seu momento angular
L em R2,3 é constante.
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b) Se uma part́ıcula de massa m restrita a se mover em M com momento angular constante em
R2,3, então seu movimento quando visto por um observador na brana M será descrito por
uma geodésica tipo-tempo na estrutura MadSL.

Este trabalho está estruturado da seguinte maneira: na Seção 2 fixamos as notações necessárias,
descrevemos o espaço Anti-de Sitter M como uma pseudo-esfera mergulhada em R2,3 e apresenta-
mos a equação de movimento geodésico (de uma part́ıcula livre de massa m) na estrutura MadSL.
Na Seção 3 apresentamos a equação de movimento que uma part́ıcula de massa m restrita a se
mover em M com momento angular constante em R2,3 e com isso enunciamos o resultado de que
os conceitos de momento angular constante e movimento geodésico são equivalentes na estrutura
MadSL. Por fim, na Seção 4 apresentamos nossas conclusões e perspectivas de trabalhos futuros.

2 Geodésicas no Espaço Anti-de Sitter (2, 3)

Primeiramente vamos apresentar a descrição do espaço Anti-de Sitter de assinatura (2, 3), M,
como uma pseudo-esfera de raio l dentro da estrutura R2,3.

Seja (X−1, X0, X1, X2, X3) coordenadas cartesianas globais de R2,3. A equação representando
a pseudo-esfera é (

X−1
)2

+
(
X0

)2 − (
X1

)2 − (
X2

)2 − (
X3

)2
= l2.

Aplicando a projeção estereográfica em M podemos introduzir coordenadas conformes {xµ} em
M. Imediatamente temos que2:

g = i∗g̊ = gµνdx
µ ⊗ dxν = Ω2ηµνdx

µ ⊗ dxν ,
onde

gµν = Ω2ηµν , σ2 = ηµνx
µxν ,

Ω =
4l2

4l2 + σ2
=

1

1 + σ2

4l2

, e

Xµ = Ωxµ, X−1 = lΩ

[
σ2

4l2
− 1

]
= l(1− 2Ω).

Agora, escrevendo D∂µ∂ν = Γαµν∂α, os coeficientes de conexão não nulos são:

Γ0
00 = − Ω

2l2
x0, Γ0

01 =
Ω

2l2
x1, Γ0
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2l2
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2l2
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Ω
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2l2
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x3.

(1)

2A matriz com entradas ηµν é uma matriz diagonal diag(1,−1,−1,−1).
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Seja γ : I →M, s 7→ γ(s) uma geodésica tipo-tempo em M . Nós sabemos que o campo vetorial

tangente γ∗(s) =
dxα ◦ γ(s)

ds

∂

∂xα

∣∣∣∣
γ

satisfaz Dγ∗γ∗ = 0, que escrito em coordenadas é

d2xα

ds2
+ Γαµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0. (2)

Usando os coeficientes de conexão dados pela Eq.(1) obtemos a equação da geodésica para o
espaço de Anti-de Sitter de assinatura (2, 3):

d2xα

ds2
− Ω

l2
xµ
dxµ

ds

dxα

ds
+

Ω

2l2
xα
dxµ
ds

dxµ

ds
= 0. (3)

3 Momento Angular Constante e Geodésicas

Seja {
EA :=

∂

∂XA

}
, A = −1, 0, 1, 2, 3

a base canônica de TR2,3 e seja
{
EA := dXA

}
uma base de T ∗R2,3 dual a {EA}.

A métrica g̊ em R2,3 é dada por

g̊ = ηABE
A ⊗ EB ,

onde é a matriz com entradas ηAB é a matriz diagonal diag(1, 1,−1,−1,−1).
Além disso seja

g̊ = ηAB = EA ⊗EB

a métrica do fibrado cotangente (com ηABηBC = δAC). Finalmente seja {EA} a base rećıproca de{
EA

}
, i.e., g̊(EA, EB) = δAB . Introduzimos a base {EA} de R5 e consideramos a identificação usual

EA(p) ' EA(p′) ' EA, ∀p, p′ ∈ R5.
Sejam X = XAEA o covetor posição, P = mẌBEB o covetor momento linear em R2,3 e

L = X ∧ P o momento angular de uma part́ıcula de massa m em R2,3. Se a part́ıcula está se
movendo livremente 3 na subvariedade M, uma hipótese natural é que o momento angular em R2,3

desta part́ıcula seja uma constante de movimento.
L = cte implica imediatamente em

1

2
(XAẌB − ẌAXB)EA ∧ EB = 0. (4)

Assim, para α, β = 0, 1, 2, 3 teremos XαẌβ − ẌαXβ = 0, i.e.,

xα
(
−Ω

l2
xµ
dxµ

ds

dxβ

ds
+
d2xβ

ds2

)
−
(
−Ω

l2
xµ
dxµ

ds

dxα

ds
+
d2xα

ds2

)
xβ = 0. (5)

Também, da equação XαẌ−1 − ẌαX−1 = 0, segue que

−(2Ω− 1)

(
d2xα

ds2
+

1

l2
Ωxi

dxi

ds

dxα

ds

)
+

1

2l2
Ω

(
1

l2
Ωxixj

dxi

ds

dxj

ds
+
dxi
ds

dxi

ds
+ xi

d2xi

ds2

)
xα = 0. (6)

3Do ponto de vista f́ısico, dizer que se move livremente quer dizer que observadores morando em M não podem
detectar nenhuma força agindo na part́ıcula.
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Estas são as equações do movimento de acordo com a estrutura MadSL. Fixadas tais notações
e hipóteses, podemos demonstrar a seguinte proposição:

Proposição 3.1.

a) Se uma part́ıcula viaja em uma geodésica na estrutura MasSL, então seu momento angular
L em R2,3 é constante.

b) Se uma part́ıcula de massa m restrita a se mover em M com momento angular constante em
R2,3, então seu movimento quando visto por um observador na brana M será descrito por
uma geodésica tipo-tempo na estrutura MadSL.

Tal resultado segue da comparação entre as Eqs. (5), (6), com a Eq. (3).

4 Conclusões

O espaço de Anti-de Sitter e também o espaço de de Sitter vem sendo estudados como um
espaço natural para o movimento de part́ıculas e campos ao invés do espaço-tempo de Minkowski
M. Discutimos essas propriedades para o espaço de de Sitter em [7,8]. Recentemente [6], demons-
tramos que usando o formalismo do fibrado de Clifford [9], a hipótese que uma part́ıcula movendo
livremente no espaço de de Sitter com momento angular constante visto do espaço ambiente leva
naturalmente à uma equação de Dirac [1] nesse espaço. Com as afirmações demonstradas na Pro-
posição 3.1, sobre a equivalência entre geodésicas e momento angular constante visto do espaço
ambiente, podemos esperar que o mesmo é válido para o Espaço Anti-de Sitter, isto é, utilizando
o formalismo do fibrado de Clifford, podemos obter uma equação de Dirac, o que pretendemos
demonstrar em trabalhos futuros.
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