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Resumo. Considere M**% o Espaco de Anti-de Sitter Lorentziano de assinatura (2,3). Neste tra-
balho demontraremos o fato de que se 0 movimento de uma particula restrita & ML sem acéo
de nenhuma forca detetdvel por observadores em M adSL acontece sob momento angular constante,
visto em R?3, entdo essa trajetéria acontece em uma geodésica tipo-tempo. Também demonstra-
remos que qualquer trajetéria em um geodésica na estrutura M??L implica em movimento sob
momento angular constante, visto em R?3.
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1 Introducao

Considere RP+? como sendo o par (RPT4, §), onde § é a métrica pseudo-Euclideana de assinatura
(p,q). No que segue, denotaremos por SO(p, q) o grupo pseudo-ortogonal em RP-7.

O espago de Anti-de Sitter M = SO(2,3)/5(1,3) de assinatura (2, 3) é uma brana, ou seja uma
subvariedade, na estrutura R?3. Definimos o espaco de Anti-de Sitter Lorentziano de assinatura
(2,3) como a estrutura ML = (M, g, D, 1,4,7), onde se i : M — R® é a aplicacio inclusdo, entio
g = i"§ é a métrica induzida, D ¢é a conexdo de Levi-Civita de M, 74 é uma orientagao e 1 é uma
orientagdo no tempo em M (para mais detalhes, consulte [8,9]).

Além disso, (M, g) é uma pseudo-esfera na estrutura R*3 e é um espago-tempo com curva-
tura Riemanniana constante. O grupo SO(2,3) age transitivamente em SO(2,3)/S0(1, 3), que é,
portanto, um espago homogéneo (para SO(2, 3)).

O espago de Anti-de Sitter e também o espago de de Sitter vem sendo usados por muitos
fisicos [4,5] como espago alternativo para movimento de particulas e campos ao invés do espago-
tempo de Minkowski M. Como é bem conhecido, o0 movimento natural de uma particula livre de
massa m em M acontece sob momento linear constante p = m~y, = cte, onde v : R — M é uma
curva tipo-tempo. A questdo que surge aqui é a seguinte:

Qual é o movimento natural de uma particula livre na estrutura (M, g)?
Uma sugestao natural para o espago de de Sitter [2] é que tal movimento acontece sob momento
angular constante L determinado por observadores do espago ambiente em que M estd mergulhado.

Guiados por tal ideia, apresentamos aqui o seguinte resultado:

a) Se uma particula viaja em uma geodésica na estrutura ML, entdo seu momento angular
L em R?3 ¢ constante.
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b) Se uma particula de massa m restrita a se mover em M com momento angular constante em
R23, entao seu movimento quando visto por um observador na brana M serd descrito por
uma geodésica tipo-tempo na estrutura M4¢SE,

Este trabalho estd estruturado da seguinte maneira: na Secao 2 fixamos as notagoes necessarias,
descrevemos o espaco Anti-de Sitter M como uma pseudo-esfera mergulhada em R??3 e apresenta-
mos a equacdo de movimento geodésico (de uma particula livre de massa m) na estrutura M4,
Na Secao 3 apresentamos a equacao de movimento que uma particula de massa m restrita a se
mover em M com momento angular constante em R?? e com isso enunciamos o resultado de que
os conceitos de momento angular constante e movimento geodésico sao equivalentes na estrutura
M®4SL Por fim, na Secdo 4 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.

2 Geodésicas no Espaco Anti-de Sitter (2,3)

Primeiramente vamos apresentar a descricdo do espago Anti-de Sitter de assinatura (2,3), M,
como uma pseudo-esfera de raio [ dentro da estrutura R?3.

Seja (X1 X% X1 X2 X3) coordenadas cartesianas globais de R?3. A equacio representando
a pseudo-esfera é

_17\2 2 2 2 342
(X7 + (X)) = (X)) = (x7)" = ()" =22
Aplicando a projegao estereografica em M podemos introduzir coordenadas conformes {2#} em
M. Imediatamente temos que?:

g=1i"g=gude" @dz" = Qan,dx” ® dx",
onde
Guv = 9277;1,1/7 o= nuyx#xuy

412 1
_ _ e
42 + 02 14 %
-1 0'2
Agora, escrevendo Dy, 0, = I'}}, 0, os coeficientes de conexao nao nulos sao:
Q Q Q
Tho = 557" T =gp7 Toe=g57" To=557"
Q Q Q Q
0 _ 0 0 _ 0 0 _ 0 1 1
Fll__ﬁzv 22——ﬁ$7 33——ﬁ3«”7 Foo—ﬁ )
Q Q Q Q
Loy = *QTQT/O’ I} = Tlgx17 Il ﬁlﬂ, Iy = ﬁm?ﬁ
Q Q Q Q
I3y = *lexla I3 = *ﬁﬂflv T3 = ﬁxza I3, o a, (1)
Q Q Q Q
F%l = _Tpxzv F%Q = Tlgmla FSQ = Tlgm2a F%?} = 2—l2x3,
Q Q Q Q
% = —272$27 I3 = 2725”3» I35 = _ﬁxo’ I = —272303’
Q
]‘—‘?3 = ﬁfﬂl, sz = _ﬁx37 ].—‘33 = ﬁ$27 ng = ﬁms.

2A matriz com entradas 7, é uma matriz diagonal diag(1,—1,—1, —1).
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Seja vy : I — M, s — ~(s) uma geodésica tipo-tempo em M. Nds sabemos que o campo vetorial
dxe®o~(s) O
tangente v (s) = 77()— satisfaz D, v« = 0, que escrito em coordenadas ¢é

ds Oox« .

d?z dxt dx¥
— 4TI, ———=0. 2
ds? Y ds ds 2)
Usando os coeficientes de conexao dados pela Eq.(1) obtemos a equagao da geodésica para o
espaco de Anti-de Sitter de assinatura (2, 3):
>z Q dztdz*  Q dx,dz"

ar 2, v 2 e 3
ds2 2% as ds T o” Tds ds (3)

3 Momento Angular Constante e Geodésicas

Seja
E = A — - 1 0 1 2 3
A . 9}TA b b ) ) )

a base canodnica de TR?? e seja {EA = dXA} uma base de T*R?3 dual a {E4}.
A métrica § em R?3 é dada por

g=napE' @ E”,

onde é a matriz com entradas 745 é a matriz diagonal diag(1,1,—1, -1, —1).

Além disso seja

g=n""=E,® Ep

a métrica do fibrado cotangente (com nEn 5. = 64). Finalmente seja {E4} a base reciproca de
{EA}, ie., g(E?, Ep) = 67. Introduzimos a base {€4} de R® e consideramos a identificagio usual
EA(p) = EA(p/) = EAa vp7p/ € R°. .

Sejam X = X“4&4 o covetor posicio, P = mXPBEp o covetor momento linear em R?*3 e
L = X A P o momento angular de uma particula de massa m em R?3. Se a particula esta se
movendo livremente 3 na subvariedade M, uma hipétese natural é que o momento angular em R?3
desta particula seja uma constante de movimento.

L = cte implica imediatamente em

1 . .
5(XAXB — XAXBYeaNER = 0. (4)
Assim, para «, 8 =0,1,2,3 teremos X*X?# — X2 XP =0, i.c.,
Q  dztda®  d%aP Q  datdz®  d%x®
o —=ry——+ —— | = 2, ——— + — | 2’ = 0.
127" ds ds ds? 127" ds ds ds?
Também, da equacio XX 1 — XX 1 =, segue que

d’z® 1 dx® dz®
(20 -1 QS
( )(d.92+12 T ds ds)

1 1 det da? dx; da? d?a?
_|_7Q (Pﬁiﬂll'j v AT —+ Li 4T —+ il >xa_0' (6)

202 ds ds  ds ds | ds?

3Do ponto de vista fisico, dizer que se move livremente quer dizer que observadores morando em M n&o podem
detectar nenhuma forga agindo na particula.
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Estas sdo as equacoes do movimento de acordo com a estrutura M5l Fixadas tais notacoes
e hipdteses, podemos demonstrar a seguinte proposigao:

Proposigao 3.1.

a) Se uma particula viaja em uma geodésica na estrutura M**SE | entdo seuw momento angular
L em R?3 ¢ constante.

b) Se uma particula de massa m restrita a se mover em M com momento angular constante em
R23, entdo seu movimento quando visto por um observador na brana M serd descrito por
uma geodésica tipo-tempo na estrutura ML

Tal resultado segue da comparagao entre as Egs. (5), (6), com a Eq. (3).

4 Conclusoes

O espago de Anti-de Sitter e também o espaco de de Sitter vem sendo estudados como um
espago natural para o movimento de particulas e campos ao invés do espago-tempo de Minkowski
M. Discutimos essas propriedades para o espago de de Sitter em [7,8]. Recentemente [6], demons-
tramos que usando o formalismo do fibrado de Clifford [9], a hipdtese que uma particula movendo
livremente no espago de de Sitter com momento angular constante visto do espago ambiente leva
naturalmente & uma equagao de Dirac [1] nesse espaco. Com as afirmacoes demonstradas na Pro-
posicao 3.1, sobre a equivaléncia entre geodésicas e momento angular constante visto do espago
ambiente, podemos esperar que o mesmo ¢é valido para o Espaco Anti-de Sitter, isto é, utilizando
o formalismo do fibrado de Clifford, podemos obter uma equacao de Dirac, o que pretendemos
demonstrar em trabalhos futuros.
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