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Resumo. Em muitos problemas modelados por equagoes diferenciais o formato do dominio fisico
se torna um empecilho para aplicar determinados método numéricos para encontrar a solugao. Este
trabalho tem por objetivo mostrar a solugao da equagao de convecgao-difusao em um dominio fisico
em formato de anel, utilizando a técnica de coordenadas generalizadas. Esse processo transforma o
dominio fisico (cartesiano) em um dominio matematico que utiliza as coordenadas polares. Percebe-
se que usando este tipo de metodologia é possivel aplicar métodos numéricos especificos tornando
a solucao mais viavel.

Palavras-chave. Coordenadas generalizadas, convecgao-difusdo, dominio anelar.

1 Introducao

Recentes avancos na tecnologia microfluidica levaram a um aumento do interesse pela mistura
laminar de fluidos. Na inddstria quimica, sao realizados estudos com a intengao de misturar
reagentes e separar particulas sélidas e filtragem, mas essas aplicagoes se estendem também a
anglises fisicas, bioldgicas e médicas [6]. Nesse contexto, surge a aplicacao de micromisturadores.

Em [6] propdem a constru¢ao de um micromisturador anelar. Em [3] apresentam a modelagem
matematica de um micromisturador anelar idealizado por [6]. Esta andlise limita-se a uma estrutura
pequena e fixa do canal, decorrente de um parametro utilizado na modelagem.

Por se tratar de um dominio fisico em formato de anel, existem dificuldades nos métodos
numéricos para solucionar a equacao diferencial parcial que modela o problema. Este trabalho
aborda a solugdo do modelo descrito por [3] utilizando uma transformacao no dominio através das
coordenadas generalizadas. Os resultados mostram a eficacia da técnica proposta.

Na segao 2, é descrito a modelagem matemaética do problema. A fundamentagao tedrica sobre
transformacéo generalizada é descrita na se¢do 3. A aplicagdo da metodologia proposta é explicada
na se¢ao 4. As secoes 5 e 6 sdo destinadas a exposigao dos resultados e conclusoes, respectivamente.
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2 Problema: escoamento em um micromisturador

A geometria anelar do micromisturador é mostrada na Figura 1 onde o raio da linha central
é R (mm) e p representa a metade da largura do canal, portanto a parede interna é dada por:
r = R — p e a parede externa por: r = R + p.

Figura 1: Geometria do micromisturador.

O processo de mistura do micromisturador que calcula o nivel de concentracao é modelado pela
equagao da convecgao-difusao [2],
0
= V.(uc) — kV?c =0, (1)
ot
onde u(r,0,t) é o vetor de velocidade do fluido, ¢(r,0,t) é a concentracio do solvente (K g/mm?),
e k é o coeficiente de difusdo molecular. Em coordenadas polares, a Equagéo (1) é dada por [3]:

dc wv(r)de k9 [ Oc K 0%c
5 ) e =0 @)

paratodo R—p <r <R+ pet>0, com as seguintes condigdes de contorno

Oc(R—p,0t)  Oc(R+p,0,t)
or B or =0 3)

3 Fundamentacao Matematica

Segundo [1], hé& certas geometrias (particularmente aquelas construidas a partir de circun-
feréncias), cujo estudo fica facilitado com o uso de coordenadas polares. Por esse motivo, as
coordenadas polares sao usadas em problemas de Calculo, especialmente na avaliagao de certas
integrais duplas.

Sejam E e D subconjuntos do R™, define-se uma transformacao T de E sobre D a toda fungao
cujo dominio é E e cuja imagem é D. Se E, D C R?, T : E — D é uma transformacéo, entdo,
dados P = (z,y) € E e @Q = (u,v) € D com T(P) = Q pode-se escrever a transformacao T por
meio de duas fungoes coordenadas dadas por:

T {“ = u(@,y) , (4)

v=v(z,y)
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V(z,y) € E ou ainda T'(z, y) = [u(z,y), v(z,y))].
Considera-se as transformagoes dadas pelas Equagoes (4) do plano zy no plano uv. Se T é
inversivel, as Equagoes (4) definem z e y como fungdes de u e v, ou seja [1],

1. {1: = z(u,v) . (5)

y = y(u,v)

Caso as Equagoes (4) possuam derivadas parciais de 1* ordem em u e v, defini-se o Jacobiano
de T', como segue:

Jp = 0(u,v) _
A(z,y)
Dessa forma, no caso da Transformagao Inversa (T~1) existir e o Jacobiano da Transformagao
ser diferente de zero (Jr # 0), pode-se obter z(u,v) e y(u,v) a partir das Equagoes (4). Neste
caso, faz-se necessario que as condigoes necesséarias a transformagao inversa sejam observadas e
satisfeitas.
Teorema da Transformacao Inversa [1]: Dada a Transformacao da Equacao 4 tal que u e
v € CY(Q) com Q C R? aberto e se Py = (z0,y0) €  tal que Jr(FPp) # 0, entdo fica determinado
de modo unico, a transformacao inversa (Equacao (5)), que esta definida em uma bola aberta B,
com centro Qo = T(Py) = [u(Fo), v(Po)] = (uo,vo), tal que:

T7HQo) = T~ (uog,v0) = [2(uo,vo), y(uo,v0)] = Po;
(TOT)il(uvv) = IB(ua U) = (U,’U), V(ua U) € B;

Up Uy
Uy Uy

= Uy Uy — UyUy (6)

As fungoes x(u,v) e y(u,v) possuem derivadas parciais de 1% ordem dadas por:

T — —Vx —cT) —u
xu—ﬁayu— JTI7yU_ Jr eyv—T;~

3.1 Coordenadas polares

As coordenadas polares (1, 0) sdo definidas por [1]:

x =1 X cos ()
y =1 X sen ()

(7)

De acordo com a Figura 2, r = /22 + y? determina a distancia de cada ponto (x,y) & origem
e 0 é o angulo formado entre o semi-eixo positivo x e o vetor (z,y). Para evitar ambiguidade

yr-—--""TTTT o (z,y)

|
|
I
I
|
I
I
I
|
|
I
1

0 7
Figura 2: Coordenadas Polares (r,6) em R>.

considera-se a variagdo do dngulo 6 no intervalo de [0, 27].
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3.2 Coordenadas Polares x Cartesianas

Seja a aplicacao
g(r,0) =[r x cos (0) ,r x sen (0)] = (z,y) (8)

Entdo, g é de classe C! em R? e a derivada ¢ injetiva em R? — {(0,0)}. De fato:

cos(0) —rsen(6)

g = sen(8)  rcos(d)

= r(cos?(0) + sen?(9)) = r. 9)

Como as fungoes trigonométricas sdo periédicas, a fungdo g nao é injetiva em R? — {(0,0)}.
Mas, definido por:

T={(rd)eR:r>0e0<6<2r} (10)

entdo, a fungdo g : T — R? define uma mudanca de coordenadas [1].
A funcao g transforma T no conjunto:

g(T)=R>—{(z,y) ER*:y=0e x>0} (11)

Para evitar ambiguidade, considera-se a varia¢ao do angulo 6 no intervalo de [0, 27).

Por outro lado, para cada 6 fixo em T obtém-se, em (z,y) um segmento de reta tal como
mostrado na Figura 2. Portanto, ao circulo centrado na origem e de raio R e do qual se retire o
semi-eixo positivo, x corresponde, nas coordenadas polares (r,8), o retdngulo 0, R[x]0, 27].

Em qualquer caso, vale = x(r,0) = rcos(f) e y = y(r,0) = rsen(f). Uma vez que z(r,0) e
y(r,0) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas e vale J; # 0, segue que g ¢ inversivel.

A expressao de g~! é dada por [1]:

r = /12 + y2
-1 0 =27 — arccos—=

gl = T sey < Oou (12)
(9:@7"00055\/30;17?/2 sey >0

4 Aplicagao das coordenadas generalizadas

Como apresentado na segdo 2, o problema fisico abordado (Equacgao (2)) é dado por uma ge-
ometria anelar e para resolve-lo utiliza-se uma transformagao inversa que associa cada ponto do
dominio fisico a um ponto no dominio matematico, dado na forma retangular. Essa transformagao
é feita por meio de coordenadas generalizadas que levam o dominio anelar para um dominio re-
tangular, como mostra a Figura 3. Na Figura 3.a, tem-se o dominio fisico, orientado pelos eixos
cartesianos, mas em sua forma anelar e apds realizar a transformacao inversa, tem-se a Figura 3.b,
com o dominio matematico retangular, mas escrito em coordenadas polares.

Portanto, a grade apresentada na Figura 3.b terd a sua posigao perfeitamente determinada por
meio de um par ordenado de niimeros reais que representam medidas das distancias a dois eixos
orientados, um deles vertical e o outro horizontal.

Com a transformacao, além das condigoes de contorno ja citadas (Equagao (3)), surgem outras
duas no dominio matematico. A Figura 3.b, estabelece as condigbes de contorno no dominio
matematico

e(r,0,t) = e(r, 2m, t). (13)

Essa condigao de contorno (Equagao (13)) surge do dominio fisico, uma vez que para 6§ > 27, o
valor das fungoes trigonométricas se reduzem ao dominio 0 < 6 < 2.

Em relagdo a discretizagao, cada célula corresponde ao ponto central (r;,6;) onde uma célula
arbitrdria dessa grade de discretizagdo é denotada por ;;, de modo que €; = [ri_1,7;] X
[05-1/2,0j+1/2]-
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Figura 3: Discretizagdo dos dominios.

5 Resultados
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Figura 4: Dominio fisico em comparagao com o dominio matemético.

A implementacao computacional foi feita em linguagem de programacgao Fortran, com uma
malha de 200 nds para o raio r e 1200 nés para o angulo #. A condicdo inicial, nesse exemplo, é
descrita pela Equagao (14) com raio central de R = bmm.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0505 010505-5 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0505

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

¢(r,6,0) = 1 se0<bO<m (14)
o0 semw <6 <2,

Do ponto de vista numérico, a condicao inicial (Equagao (14)) apresenta o desafio de ser des-
continua, exibindo dois patamares com valores de concentracao, ilustrando duas substancias inici-
almente ndo misturadas (Figura 4.a).

Para resolver a equacdo de convecgao-difusdo, dada em coordenadas polares pela Equagdo (2),
aplicou-se a técnica de separacao de operadores [4]. Essa metodologia possibilita o uso de métodos
especificos para solucionar cada um dos subproblemas [2]. O termo convectivo foi resolvido usando
o método semi-Lagrangiano do Tubo de Trajetérias [2]. Para resolver o termo difusivo empregou-se
o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado [5] (resolugdo de sistemas lineares com matrizes
nao simétricas). Os métodos foram aplicados no dominio matemético (Figura 4.b), apds isso, a
solugao é transportada para o dominio fisico Figura 4.a.
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Figura 5: Processo de mistura em 4 niveis de tempo.
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A Figura 5 mostra o processo de mistura em quatro tempos. Inicialmente o fenémeno é do-
minado quase exclusivamente pelo transporte (Figuras 5.a e 5.b), evidenciado pelo formato de
infiltragdo de ambas as substancias. Nota-se a presenca da difusdo molecular com valores de con-
centracao méssica diferentes dos extremos 0 e 1. Na Figura 5.c os valores extremos inexistem, e
as cores comegam a se tornar homogéneas. Os valores de concentragao nesse tempo pertencem ao
intervalo de [0.37;0.62]. A Figura 5.d ilustra o estdgio final de mistura, nota-se a harmonizagao das
cores, com valores de concentragao uniformes, préximas a 0.5kg/mm3. Esse resultado demonstra
a eficdcia numérica em utilizar a transformada generalizada com uma malha refinada, conseguindo
contornar a descontinuidade e capturar os efeitos difusivos. Os resultados sao corroborados pelas
andlises encontradas também em [3].

6 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados resultados da utilizacdo das coordenadas generalizadas
como metodologia primaria para resolver a equacao da convecgao-difusao. Através de uma trans-
formagao, converte-se o dominio cartesiano (formato de anelar) em um dominio retangular, orien-
tado por coordenadas polares.

Estd metodologia se mostrou eficiente neste problema, pois facilita a aplicacao de métodos
numéricos especificos no dominio matematico. Os métodos, Tubo de Trajetérias e Gradiente Bi-
Conjugado Estabilizado, foram utilizados tendo como base a mesma discretizagao em coordenadas
generalizadas, nesse caso, coordenadas polares. Como trabalhos futuros, deseja-se fazer outras
analise qualitativas para este problema e utilizar esta técnica em outros problemas com dominio
fisicos irregulares.
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