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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma conexao entre ntimeros complexos e conicas. De
forma didatica e sem abandonar completamente o formalismo matematico, utilizaremos a estrutura
geométrica dos niimeros complexos para construir uma sequéncia de resultados que fornecem uma
alternativa elegante e acessivel para caracterizar e classificar as cénicas. Nosso método permite a
compreensao e realizagdo de movimentos de rotagao e translagdo das conicas por meio de operagoes
elementares com nimeros complexos, ressaltando assim, o poder de tais niimeros na resolucdo de
problemas envolvendo movimentos no plano. Espera-se que este trabalho sirva como ferramenta
alternativa para o ensino-aprendizado de conicas e nimeros complexos, contribuindo para a valo-
rizagdo da criatividade de estudantes e professores na elaboragao de ferramentas alternativas que
enriquecam o ensino da matemaética.
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1 Introducao

Os primeiros estudos sobre conicas remontam aos trabalhos de Apolonio de Perga (261 aC), cujo
resultado compilado ficou conhecido na forma do Tratado sobre Cénicas, [3]. Séculos mais tarde,
o estudo analitico das conicas foi apresentado por Fermat (1601-1665), que determinou expressoes
gerais para a hipérbole, elipse e pardabola por meio de equagoes do segundo grau nas coordenadas
(z,y) do plano [3].

De maneira geral, uma conica é o lugar geométrico dos pontos (z,y) do plano real, que satis-
fazem a equacdo az? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, com a,b,c,d, e, f € R, ndo simultaneamente
nulos. Geometricamente, as conicas sdo obtidas pela interse¢do de um plano com um cone duplo
de revolucao, originando trés diferentes curvas: elipses, parabolas e hipérboles.

Para além de sua intrinseca beleza geométrica e ampla aplicabilidade, do ponto de vista
analitico, um dos problemas fundamentais no estudo de conicas refere-se & caracterizacao e clas-
sificagao dessas figuras com base em sua representagao algébrica. De maneira geral, dada uma
equagao completa de segundo grau em duas varidveis, deseja-se determinar qual a conica associada
e caracterizar as propriedades da curva subjacente.

O problema de classificagao de conicas aparece pela primeira no Ensino Médio, de forma quase
concomitante com a introdugao dos niimeros complexos. Nesse contexto, uma conexao entre esses
dois temas pode ser muito oportuna para explorar os aspectos geométricos dos niimeros complexos e
apresentar uma forma alternativa para a caracterizagao de conicas e determinacao dos seus pontos
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notaveis sem utilizar a abordagem classica através autovalores. E esse o propésito do presente
trabalho.

Na secao 2 estabelecemos as notagoes e apresentamos alguns resultados preliminares que formam
a base para o desenvolvimento do nosso método. A secdo 3 traz as principais contribuicoes do
trabalho. Nessa se¢ao discutimos de forma breve a caracterizagao, a classificagdo e as condigoes
de existéncia das conicas e exploramos os casos degenerados mais importantes. Nas secoes 4 e 5
apresentamos um roteiro, seguido de um exemplo, para ilustracao do método e as conclusoes do
trabalho.

2 Preliminares

Nesta secao apresentamos os fundamentos matematicos que formam a base para o método que
serd desenvolvido ao longo do trabalho. Para um estudo mais detalhado e aprofundado recomen-
damos [1,2,4].

Denotaremos por R e C o conjunto dos ntimeros reais e o conjunto dos nimeros complexos,
respectivamente. Dado z = a + bi € C, ¢ é chamado de unidade imaginaria, o conjugado de z sera
denotado por zZ = a — bi, a = Re(z) e b = Im(z) sdo, respectivamente, as partes real e imagindria
de z.

z24z Z—Z , N
eb= o Estas férmulas serao
7

E possivel verificar, por substituicao direta, que a =

especialmente titeis ao longo deste trabalho.
Como primeira contribuigcao deste trabalho apresentamos uma férmula para o cédlculo da raiz
de um numero complexo que serd muito utilizada na secao 4.

Proposigao 2.1. Dado z = a + bi € C nao nulo. Uma das raizes de z é dada por

/a2 b2 2 b2 _
a+tbi= w +sz‘g(b)\/7”a+2az', (1)

onde sig(b) é o sinal da parte imagindria b do complezo z.

As préximas duas proposicoes constituem os principais pilares do trabalho. Por um lado, a
Proposicao 2.2 fornece um férmula para a distancia de uma reta a um ponto arbitrario fora dela
por meio de niimeros complexos. Por outro lado, a Proposicao 2.3 oferece uma definigdo menos
conhecida, porém, mais geral para o conceito de conica. De fato, a proposicao mostra que elipse,
hipérbole e parabola fazem parte da mesma familia, como mostra a figura 1.

Proposicao 2.2. Seja r uma reta em C definida por z(t) = zo +tv com |v] =1 et € R. A
distancia minima X de um ponto arbitrdrio f a reta r € dada pela equagdo

A= Im((f = 20) V)|

Proposigao 2.3. Sejam r uma reta do plano complexo, f um ponto fora dela e € > 0 um nimero
d(z,f)
d(z,r)

disso, a solugao é uma elipse para 0 < € < 1, uma pardbola para e =1 e uma hipérbole para € > 1.

real. Se z # f € um ponto arbitrdrio fora de r, entdo a equagdo = g, possui solu¢do. Além

Em funcgao da limitagao de paginas deste trabalho, omitiremos a demonstracao das proposigoes
acima, que podem ser encontradas em [1].
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Figura 1: Familia de conicas

3 Numeros complexos e cOonicas

Nesta segao desenvolveremos os conceitos e resultados que permitem analisar a existéncia,
caracterizar e classificar as conicas através de uma equagao envolvendo termos quadraticos e lineares
da varidvel z € C.

3.1 A forma padrao de uma conica

Considere a equagao dada por

A2+ AZ2 + B2+ C2+Cz+ D =0, (2)

com A,C € Ce B,D € R. Mostraremos que, se C é uma conica, entdo sua equacao satisfaz
a equagao (2). Com efeito, sejam r a reta diretriz da conica, definida por r (t) = z¢ + tv, com
20,v € C, |[v] = 1 e f um ponto (foco) fora dela. Usando a Proposigao 2.3 e em seguida a Proposigao
2.2, obtemos a equacao

|z — fl=¢|Im((z — 20) D). (3)

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacgao (3), usando |z|? = 2z e Im ((2 — 20)?) =
(z—20)T—(Z—Z0)v

5 , apés algumas simplificacées obtemos
i
4 4 4
7222 4+ 0?22 + <2 - 2) 2Z + <2z0— 2207% — 2f> z+ (220 — 27502 — 2f> zZ+
€ € €
4 _
(2ff + 2292 + Zg2v? — 2zozo) =0.
€

Tomando A = v?, B = é —2>0,C = 2% — 220° — ;12? eD = ;%ferzgﬁz + %202 — 2207,
temos o resultado desejado.

A reciproca do resultado acima nao vale, isto é, nem sempre a equagdo (2) representa uma
conica. Quando for o caso, a classificacao da conica se da facilmente pela observagao do valor de
B. Com efeito, pela Proposigdo 2.3, ¢ = 1 implica B = 2 (parébola), 0 < € < 1 implica B > 2
(elipse) e € > 1 implica —2 < B < 2 (hipérbole).

Diremos que a equagao (2) estd na forma padrao quando |A| =1e B > —2. Note que se A # 0
e B < —2, entdo a equagao —|A|~? (Zz2 + A2+ Bz +C2+CZ+ D) = 0, esta na forma padrao.
Portanto, toda equacao da forma (2) pode ser escrita na forma padrao. Mais ainda, se A # 0 a
equacao (2) nado representa uma conica. Um estudo detalhado dos casos degenerados decorrentes
desta situagao pode ser encontrado em [1].
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De posse desses resultados, podemos fazer a conexao com o estudo classico das conicas. Con-
sidere a equagao geral do segundo grau com duas varidveis com coeficientes reais dada por

ax® 4 by + cy® +dr + ey + f = 0. (4)
z+z z2—Z

Substituindo = = 5 eY=—5;  na equagao (4) e reagrupando os termos semelhantes, obtemos
i

a—c—bi\ , a—c+bi\ _, 2a +2c\ _ d—ei d+ei _ _
( 1 )z +( 1 )z +( 1 )zz—i—( > >z+( 5 >z+f—0. (5)

a—c—+bi
4 2
acima, uma condi¢do necessdria para que a equagio (4) represente uma conica é (a — )~ + b% # 0.

Comparando as equagoes (5) e (2) obtém-se A = . Portanto, de acordo com o que vimos

3.2 A forma canodnica de uma conica

Suponha que a equacao (2) esteja na forma padrdo. Fazendo a mudanca de varidvel z =
VAw = 22 = Aw? e observando que z2 = AwW? ¢ Z = VAW = \/jﬁ, temos

AAw? + AAT + BV AwVAT + CVAw + CVAT+D = 0
Note que VAVA = VAA = \/|A|” = |A| = 1. Assim, tomando ¢’ = C'v/A obtém-se a equacio
w? + @ + Buww + C'w + C'w + D =0 (6)

, que chamaremos de forma canénica.
Substituindo w = 21 + y1i e C’ = ¢} + c4i na equagdo acima obtemos

(B+2)z] + (B —2)yi +2ciz1 — 2chyn + D =0.

Fazendo \y = B+2>0e Ay = B—2 > —4 a equagao resulta em

Mzt + Aoys + 2¢)zy — 2¢hy1 + D = 0. (7)
Resta analisar a equagao (7) para os diferentes valores de B. Se B > 2 (A3 > 0) a equagao se reduz
a
g+ Aoys = D', (8)
C/ 2 cl 2 c ct
com D' = -1 + =2 _Dewu=xzy+ ysi é dado pela translacio u = w + [ — — 24 |. Portanto,
/\1 )\2 /\1 )\2

se D' < 0 a equacao nao tem solucao, se D’ = 0 a equagao possui solucao tnica zo = o = 0 e se
D’ > 0 obtemos a elipse de equagao

Por outro lado, se =2 < B <2 (A1 > 0e Ay < 0), ent@o a equagao (7) se reduz a

M3 — [Xo|ys =D 9)
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5
p N A1 . -
Logo, D’ = 0, implica y» = + |)\—x, ou seja, a equagao representa um par de retas. Por outro
2
lado, se D’ # 0, entéo dividimos a equagao (9) por D’ e obtemos a hipérbole de equagao
I
< D,)Q o 2
V- [Aa]
Finalmente, se B = 2 (Ay = 0) apds o completamento de quadrados, a equagdo (7) tem forma
A\ 2 2
M(zi+) =2y +D— -2 =0 (10)
)\1 )\1

dai, se ¢4 = 0 a equagdo ndo representa uma conica e se ¢4 # 0, dividimos a equagdo por 2¢, e
obtemos a parabola de equacao
2
Ty = 2pya,

2! ¢ MD — ¢y’
com 2p " eu=w+ (}\1 ( 2)\16,2 7 To + Yot

Para facilitar as aplicagoes, resumimos os resultados desta secao na tabela abaixo. Para isso,
considere B > —2 e C" = ¢} + ¢hi na equacao (6).

Tabela 1: Classificagdo das conicas

B Conica Se e somente se
. c’l2 6’22
—-2<B<2 Elipse B+2+B—2_D7AO
B=2 Parabola ¢y =Im(C’) #0
c? ch?
B>2  Hipérbole oo+ 525 -D>0

4 Roteiro para classificacao de conicas por meio de ntimeros
complexos

Nesta secao apresentamos um processo de caracterizagao, classificagao e determinagao dos pon-
tos notdveis das conicas através de nimeros complexos. Além disso, apresentamos um exemplo
para ilustrar o método proposto.

4.1 Roteiro

e Passo 1: verificar se (a — ¢)? + b? é diferente de zero.

24z z2—Z

e Passo 2: Complexificar a equagdo tomando x = 5 ey = %
1

e Passo 3: Colocar a equagao na forma padrao (Dividindo a equagio pelo médulo de A e multiplicando
por —1se B< —2).
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e Passo 4: Aplicar a rotacio z = v/Aw para obter a forma candnica.

e Passo 5: Verificar na tabela 1 se a equagdo na forma candnica representa uma conica.

e Passo 6: Transformar a forma canonica em coordenadas cartesianas e completar os quadrados.
e Passo 7: Aplicar a translagdo u = w + vy para obter a equagdo da codnica no plano U.

e Passo 8: Determinar todos os elementos na conica nesse tltimo sistema de coordenadas.

e Passo 9: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coordenadas original.

4.2 Exemplo

Dada a equacdo 22 + 2y? — 4xy + S8y = 0, vamos investigar se hd uma conica associada. Em
caso afirmativo, quais sdo as suas caracteristicas. Seguiremos o roteiro apresentado previamente.
Passo 1: Como (a — ¢)® +b% = (2 — 2)° + 42 = 16, a equaciio pode representar uma conica.

Passo 2: Complexificando a equagao obtemos,

4iz% 4+ (—4i)Z° + 822 + (—16i) z + (16i) 2 =0
Passo 3: Dividindo-se a equacdo acima por |A| = |—4i| = 4, obtém-se a forma padrao,

122 4 (=) 22 + 227 + (—4i) 2 + (4i) Z = 0.

Pela equacio (1), a direcio da diretriz é dada por v = VA = /=i = — — —i.

Passo 4: Fazendo z = v Aw, obtemos a forma candnica da conica

w? + w? +2ww+< \[ f) +(—j§+\j§i>w:0

Passo 5: Note que B = 2 e ¢, = —4/+/2 implicam que a conica é uma pardbola, conforme
Tabela 1).
Passo 6: Fazendo w = x1 + y1¢ e completando o quadrado obtém-se a equacao da parabola, no

2
plano W, dada por (ml - ?) =2 <y1 - f)

Passo 7: Aplicando a translacdao

uzw—i-(—\f—\fi):(m/—f)+<y/—\i§>i=$2+y2i7 (11)

obtemos a equagao da parabola no plano U,
z9? = —V2ys. (12)

Passo 8: A equacdo (12) permite a determinagao de todos os pontos notaveis da pardbola no
plano U.

Passo 9: Em seguida, usa-se a equagao (11) para determinar tais pontos no plano W e, final-
mente, usa-se z = v/Aw para obter os pontos no plano original (Plano complexo)

Evidentemente, os pontos no plano original podem ser determinados por meio da composigao de
u+ <\[ + £ ) . Entretanto, a sequéncia de passos

1
movimentos dada por z = < ) 5

NG
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Figura 2: Pardbola nos planos U, W e complexo, respectivamente.

recomendada permite que o aluno perceba os movimentos (rotacdo e translagdo) que estao sendo
realizados ao longo do processo de obtengao dos pontos. A figura abaixo ilustra esses movimentos.

A figura (b) representa a translagdo do plano U (figura (a)) da diregdo do complexo vy =

V2 V2,

— + —i e a figura (c) representa a rotacao do plano W (figura (b)) de um angulo de 45 graus,

no sentido horario.

5 Conclusoes

Propomos um método alternativo, acessivel e eficiente para caracterizar e classificar as conicas
por meio de operagoes elementares com ntimeros complexos. Elaboramos um passo a passo que
permite que o aluno construa o conhecimento sem a necessidade de decorar férmulas, além de
valorizar o aspecto geométrico dos ntimeros complexos, tao pouco explorado no ensino.
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