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Resumo: Neste trabalho, apresentamos novas construgoes algébricas de reticulados com den-
sidade de empacotamento dtima em dimensdes 8 e 24, onde estes reticulados sdo versoes esca-
lonadas do reticulado Eg e do reticulado de Leech Aoy, respectivamente. Mais especificamente,
via a teoria de reticulado ideal propomos uma nova construcdo do reticulado de Leech Aoy fa-
zendo uma combinacdo das construgoes algébricas do reticulado Eg e do reticulado de Barnes
P,. Além disso, verificamos que o reticulado Asy pode ser construido como o produto tensorial
sobre Zla], onde a = (14++/=7)/2, de dois reticulados que quando vistos como um Z-reticulado,
sao equivalentes a Eg e a Py.
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1 Introducao

Reticulados podem ser construidos via um corpo de ntmeros K considerando a representacao
geométrica de ideais no anel dos inteiros de K, Ok. Craig, em [4], mostrou que os reticulados
Dy, Eg, K19, A1g e Aoy podem serem obtidos a partir de ideais devidamente escolhidos no anel
dos inteiros de corpos ciclotomicos. A vantagem de obter reticulados por este método é que
podemos identificar os pontos do reticulado no R" como elementos de um corpo de niimeros, e
portanto, é possivel utilizar algumas propriedades do corpo no estudo de tais reticulados.
Neste trabalho, focamos nos reticulados Eg e Aoy, sendo que ambos tem grupo de isometria
finito e tem densidade de empacotamento étimas em suas respectivas dimensoes. Em [7] Aoy foi
construido usando o produto tensorial de dois reticulados sobre Z[a], onde o = (1 +/=7)/2, e
que quando vistos como um Z-reticulado, sao equivalentes ao reticulado Fg e ao reticulado de
Barnes P,. M. Hentschel [6] classificou todas as Z[a] estruturas sobre os Z-reticulados pares e
unimodulares de dimensao 24. Em particular, existem exatamente nove estruturas sobre Z[q]
que produzem o reticulado de Leech Agy, sendo que uma delas é via o produto tensorial.
Tendo a construgao de reticulados algébricos como motivagao, apresentamos neste trabalho
uma nova construcdo do reticulado Eg e do reticulado de Leech Aoy via reticulados ideais.
A importancia para este tipo de construcao é que reticulados ideais tem muitas aplicagoes.
Por exemplo, podemos usar reticulados ideais como uma ferramenta para construir cédigos

reticulados para camadas fisicas e na area de criptografia, reticulados ideais podem ser usados
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em esquemas de encriptagao totalmente homomoérficas, permitindo uma multiplicacao de dificil
decodificacao [5].

Este trabalho é organizado como segue. Na secao 2, selecionamos alguns resultados basicos
da teoria de reticulados ideais. Na Secao 3, mostramos como obter um Z-reticulado a partir
de um Z[a]-reticulado. Na Segdo 4, apresentamos uma condigdo necesséria para a construgao
de reticulados escalonados. Na Secdo 5, uma nova construcao do reticulado Eg é apresentada.
Na Secao 6, apresentamos uma nova, construcao do reticulado de Leech Agy via reticulado ideal.
Nesta mesma secao, abordamos uma construcao do reticulado de Barnes P,. Finalmente, na

Secao 7, apresentamos nossa conclusao.

2 Reticulado ideal

Nesta se¢ao, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre reticulados ideais. Resultados
sobre teoria algébrica dos niimeros e reticulados algébricos usados neste trabalho podem ser
encontrados em [2]. Por questdao de conveniéncia, ao longo deste trabalho vamos considerar o
corpo F = Q(av), onde v = (1 + v/=7)/2, e seu anel dos inteiros Op = Z[a].

Um reticulado m-dimensional A C R™ é um conjunto discreto de pontos do R gerado
por combinacoes lineares inteiras de n vetores linearmente independentes vi,--- ,v, € R™.

Chamamos de Z[a]-reticulado ao conjunto de pontos da forma
Ao ={x=AM : A€ Z[a]"},

onde M é a matriz geradora e MTM é a matriz de Gram, sendo que 1 denota a transposta
conjugada. O reticulado Z[a] pode ser obtido usando o mergulho canénico relativo de um corpo
de nimeros. Esta estrutura permite descrever com precisao alguns parametros do reticulado em
termos de estruturas algébricas, de modo andlogo ao caso de reticulados algébricos reais.

Seja K uma extensao de Galois de grau n sobre Q(«). Denotamos por Gal(K/Q(a)) =

o1, -+ ,0n} 0 grupo de Galois de K sobre Q(a). O mergulho candnico relativo de K em C" é
1, P g p g

definido como

c: K —=C
x —o(x)=(o(x), - ,on(x))

Seja Ok o anel dos inteiros de K. Como Z[a] é principal, segue que existe uma Z[a]-base
Bx = {wi, -+ ,wy}. A matriz geradora do reticulado A,(Ok) é obtida aplicando o mergulho

canoénico relativo na base de Ok e é dada por

Ul(wl) Jl(wn)
M = : : . (1)

on(wy) -+ op(wy)
A teoria de reticulados ideais apresenta uma estrutura geral para a construcao de reticulados
algébricos. Comegaremos lembrando este conceito no caso de corpos de ntmeros totalmente

reais.
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Definigao 2.1. Sejam K um corpo de nimeros totalmente real de grau n e Og o anel dos
inteiros de K. Um reticulado ideal é um reticulado A = (Z,qy), onde I € um ideal de Ok e
¢y : L X T — Z definida por q,(z,y) = Trgg(yry), Vo, y € I, com a € K totalmente positivo
(isto €, o;(a) > 0, Vi).

Vamos agora generalizar a definigdo de reticulado ideal para extensoes relativas sobre Q(«).

Definicao 2.2. Seja K/Q(«) uma extensio de Galois de graun sobre Q(«r). Um Z[a]-reticulado
ideal € um Z[a]-reticulado Ao, = (Z,q), onde T é um ideal de O e

q:IxT— Z[a]a Q(‘Ta y) = Tr]](/@(a)(xy)a Va,y €,
onde — denota a conjugacdao compleza.

Como Gal(Q(a)/Q) =< ¢ >, com o(a) = @ = 1 —«, segue que o coincide com a conjugagao
complexa. Como estamos considerando Z[a]-reticulados, segue que a matriz de Gram M Y4
é uma forma trago hermitiana, e desse modo, dizemos também que A, é um Z[a]-reticulado
hermitiano. Um Z|[a]-reticulado de posto n pode ser naturalmente considerado como um Z-
reticulado de posto 2n definindo z -y = %T To(a)/0(q(2,y)). A matriz geradora do reticulado
Ao = (Z,q), onde Z C Ok, é definida de modo analogo a matriz dada em (1).

3 Transformando A, em um Z-reticulado

Nesta secao, vamos transformar A, em um Z-reticulado com a métrica euclidiana usual. Con-
sidere {z1 = 1, 2o = a} uma base integral de Q(a). O mergulho canonico envia o anel dos

inteiros Z[a] para um reticulado com matriz geradora dada por

e ( R(w1) R(z2) ) |

S(r1)  S(x2)

onde R é a parte real e § é a parte imaginaria. Considere a matriz conversao complexa para
real 7i(-) que troca cada entrada complexa da matriz de Gram G = (g; ;)i j=1,.. n» de Ay com
uma matriz real 2 x 2.
. _ R(gi;) —S(9i5)
rillg) = .
S(9i5)  R(gis)

Defina a matriz ¥ = (ri((g:,))) de ordem 2n x 2n. Assim, a partir do Z[a]-reticulado

t,j=1,-n

hermitiano A, obtemos um Z-reticulado A com matriz de Gram dada por
R -U'- V. R,

onde R é uma matriz diagonal tendo a matriz A na diagonal principal.

4 Condicao necessaria para obter reticulados escalonados

A seguir apresentamos uma proposi¢ao que diz como escolher um ideal Z C Ok a fim de obter

uma, versao escalonada dos reticulados Eg, Ps e Agy.
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Primeiro consideramos o reticulado real A obtido de A, pela vetorizacao das partes real e
imagindria dos vetores do Z[a]-reticulado (ver Segao 3). Queremos que A seja isomorfo a uma
versdo escalonada de Eg, P, e Aoy, isto é, A seja isomorfo a \/cEs, \/cPy e \/cAay, ¢ € Z. Seja
r1 o nimero de mergulhos com imagem em R e 2ry o nimero de mergulhos com imagem em C

de modo que r1 + 2r9 = n.

Proposigao 4.1. [3] Seja dx o discriminante de K. O volume do paralelotopo fundamental de
A € dado por vol(A) = y/det(A) = N(Z)27"2/|dxk]|.

A Proposigao (4.1) fornece uma condigao necessaria para a escolha de Z. Observe que
det(\/cEg) = c®, det(\/cPy) = 73 e det(\/cAay) = .

5 Uma nova construcao do reticulado FEg via reticulados ideais

O reticulado Eg é definido por Eg = {(x1,--- ,28); x; € Z,¥Yi=1,--- ,8oux; € Z+1/2, Vi =
8

1,---,8e€ g x; é par}, sendo o reticulado de maior densidade de empacotamento em dimensao
i=1
8 e é 0 Unico reticulado par e unimodular nesta dimensao. Apresentamos, a seguir, uma nova

construcao do reticulado FEg via reticulados ideais.

Considere K = Q(«, 4,(5 + Cgl) como uma extensao relativa de F = Q(«) sobre Q, com
polinémio minimal z* 4 322 + 1 e base integral {1, 6,62, 63}. Como o discriminante absoluto de
K é dg = 28-5%- 74, segue que uma condicio necessaria para obter uma versio escalonada de Fg
é que exista um ideal Z C Ok com norma 52 - 72. Na tentativa de encontrarmos os ideais com a

norma desejada, consideramos as seguintes fatoragoes de ideais

p5O0x = (B5B5)? prOx = B7B7
| |

50 = ps = (5) T0r = p3
Pela transitividade da norma, segue que Ny q(B7) = Np/g(Ng/r(B7)) = NF/Q(pg) =T e
Ni/o(Bs) = Nejo(Ng/e(Bs)) = Nejg(ps) = 5% Portanto, o ideal T = Bs - By = (v)0k
com 7 = (o — 1)03 + (—a + 3)0? + (w — 2)§ — 2w + 4 tem a norma desejada. O mergulho
relativo de K definido é por o : K — C%, onde o(z) = (01(2), 02(x), 03(z), 04(z)) sendo que
01(0) =0, 02(0) = —0, 03(0) = =30 — 03 e 04(0) = 30 + 6°.

Uma Z[a]-base de Z é dada por {a#'}3_,. Aplicando o mergulho canénico nesta base obtemos

que a matriz de Gram do reticulado de posto 4 sobre Z[«a] é dada por

7 -3 — b6« —14 8+ 16
G MM = 3+ 6« 14 —8 — 16« -35
—14 8 + 16« 35 —21 — 42«
—8 — 16« —-35 21 + 42« 91

Aplicando os passos da Secdo 3 obtemos um Z-reticulado A que é unimodular e par em
dimensao 8. Como FEjg é o tinico reticulado par e unimodular em sua dimensao, concluimos que

A é isomorfo ao reticulado v/35F%.
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6 Construcao do reticulado de Leech A,y

O reticulado de Leech é o reticulado de maior densidade de empacotamento em dimensao 24.
Muitas tentativas tem sido feitas para encontrar construgoes mais simples de Aoy. Apresentamos,
a seguir, uma nova construcao do reticulado de Leech via reticulado ideal. Para isso fizemos uma
combinacao das construcoes algébricas do reticulado Eg apresentado na Secao 5 e do reticulado

de Barnes P, que apresentamos a seguir.

6.1 Reticulado de Barnes B,

O reticulado de Barnes P, é um reticulado hermitiano de posto 3 sobre Z[a] e unimodular sobre
Z]a]. Considerando-o com um Z-reticulado, segue que P, é um reticulado de dimensao 6 e tem
norma minima 4. Além disso, P, é o reticulado mais denso Z[a]-reticulado em dimensao 3 [7].

Considere K = Q(¢7) como uma extensao relativa de F = Q(«) sobre Q, com polin6mio
minimal 2% — az? 4+ (—a — 1)x — 1 e com base integral {1,6,0?}. Como o discriminante absoluto
de K é dx = 7°, segue que uma condiciio necessaria para obter uma versdo escalonada de P,
é que exista um ideal Z C Ok com norma 72. Na tentativa de encontrarmos um ideal com
a norma desejada, observe que 7TOp = p% e p7Og = I?. Pela transitividade da norma, segue
que Ny /o(Z7) = Nejo(Nijx(Z7)) = Nijg(pr) = 7. Portanto, o ideal T = Z7 = (7)Ok, com
= (—=0%+ab + a+2)?%, tem a norma desejada.

O mergulho relativo de K é definido por ¢ : K — C3, onde o(x) = (01(z), 02(z), 03(2)) com
01(0) = 0, 02(0) = 0% e 03(0) = a— 0 — 6?. Uma Z[a]-base de Z é dada por {af'}?_,. Aplicando
o mergulho candnico nesta base obtemos que a matriz de Gram do reticulado de posto 3 sobre

Z[a] é dada por

3 -2 14w
G=MMmM=]| —2 3 -2
—w =2 3

Observe que det(G) = 1. Aplicando os passos da Segao 3, obtemos um Z-reticulado A com de-
terminante 73 e norma minima 4. Estas sdo exatamente as mesmas caracteristicas do reticulado

de Barnes P, e portanto, A é isomorfo a v/7P,.

6.2 Uma nova construcgao do reticulado de Leech A, via reticulados ideais

Considere extensoes de corpos L, K, [F e M como no diagrama abaixo.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0195 010195-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0195

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

C5 + C5
L=Q(x,i,( + §5

\

Q(¢r)

2

Q

— 924 512 720

Como o discriminante absoluto de M é dyy , segue que uma condi¢ao necessaria
para obter uma versdo escalonada de Agy é que exista um ideal Z C Oy com norma 5° -7 4 Na

tentativa de encontrarmos um ideal com a norma desejada, observe as seguintes fatoracoes de

ideais:
B50y = Ls, 15,15, B0y =13 Q70w = I717
| | |
psOL = (B5B5)* p7OL = B7B7 p70x = Q3
| | |
508 = ps = (5) 70p = p3 T0p = p3

Pela transitividade da norma, segue que

NM/Q(I&) = NF/Q(NL/JF(NM/L(I&) = NF/Q<NL/F(%5)) = N]F/Q(F‘B) = 527 1=1,2,3
NM/Q(I7> - NF/Q(NL/F(NM/L(I7))) - NF/Q<NL/F(%7)) - NF/@(P%) =7

NM/Q(I7) = NF/Q(NK/F(NM/K(I'?))) = NF/Q(NK/JF(Q%)) = NF/Q(p%) =7

O ideal T = I, - Is, - Is, - I - (I7Z7)* tem a norma desejada. De fato, Ny q(Z) = 5% - 52 - 52 -
(7%)3 - (7%)2 - (7?)? = 557, A fatoracdo do ideal Z em M, base integral e mergulho canénico
podem ser encontrados usando o software “Sage”.

Desse modo obtemos um Z-reticulado A na dimenséo 24 com determinante 1 e norma minima
4. Como Ag4 é 0 tinico com tais caracteristicas em dimensao 24, concluimos que A é isomorfo a
7v/5MA24. Observe que neste caso Z é o produto dos ideais usados na construcio dos reticulados
Eg e P, movidos para a extensao M/LL e M[/K, respectivamente. Como Eg e P, sao construidos
usando o mesmo corpo base Q(«), segue que considerar o produto dos dois ideais em M é
equivalente a fazer o produto tensorial sobre Z[a]. Portanto, A4 também pode ser obtido via o

produto tensorial das matrizes da seguinte forma

7 -3 — b —14 8 4+ 16
3 -2 14w
3+ 6 14 —8 — 16« —-35
®7z[a] -2 3 —2
—14 8 + 16 35 —21 — 42«
—w —2 3
—8 — 16« —35 21 4+ 42« 91
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Ao contririo do produto tensorial sobre Z, o produto tensorial sobre corpos quadraticos
totalmente imagindrio mostrou-se bem sucedido na construcao de reticulados extremos [1]. No
entanto, isso acontece apenas excepcionalmente. Em geral, o produto tensorial de reticulados
hermitianos nao consegue produzir reticulados com boa densidade de empacotamento (como faz

o produto tensorial sobre Z).

7 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma nova construcao de Aoy via reticulados ideais. Usando a
estrutura da construcao, é possivel obter Agy via o produto tensorial sobre Z[a]. Este reticulado
ocupa um lugar especial em matematica devido as suas propriedades e por isso possui inimeras
aplicagoes. Finalmente, o uso de reticulados ideais tem se tornado importantes devido as suas
recentes aplicagoes, uma vez que podem ser usados em esquemas de encriptacao totalmente
homomorficas. Estima-se que essa técnica pode revolucionar as areas de seguranca e privacidade,
por permitir processamentos seguro em ambientes nao confiaveis como computagao em nuvens,
grades distribuidas e testbeds compartilhados. Esse processamento seguro possui aplicagoes em
diversas areas, como o processamento de extratos bancdrios, votagoes eletronicas e prontuarios

médicos [5].
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