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Resumo. Nesse trabalho é apresentado uma parte das nossas atividades de iniciagao ci-
entifica. Primeiramente, a definicao de Espacos Métricos e exemplos. Posteriormente estu-
damos uma das nogoes topolégicas mais importantes, a saber, de Homeomorfismo. Temos
dado énfase maior para a construcao de exemplos, o que serd mostrado aqui.
Palavras-chave. Homeomorfismo, exemplo, homeomorfos, composta.

1 Introducao

Homeomorfismo entre espagos métricos é com certeza uma das nogoes topoldgicas mais
importantes. Grosso modo, sao aplicagoes que ”preservam”a noc¢ao de distancia, e tem
papel semelhante aos homomorfismos de anéis, em Algebra, ou os homomorfismos lineares
entre espagos vetoriais. Tentaremos apresentar esta nogao mostrando alguns exemplos.

2 Definicao e exemplos

Definicao 2.1. Sejam M e N espacos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N €
uma bijecdo continua f: M — N cuja inversa f~*: N — M também € continua. Neste
caso, diz-se que M e N sao homeomorfos.

Exemplo 1: (Projecdo estereogrdfica) Consideremos o conjunto S? — {(0,0,1)} sendo
S?2 ={2?+y?>+22=1] 2, y, 2 € R}. Vamos encontrar a equacio vetorial da reta r que
passa por um ponto (z, ¥, z) € S? —{(0,0,1)} e por (0,0,1). Assim, sendo A > 0 e real,
r: X = (Az,\y,1 + A(z — 1)). Sendo o plano 7 : {(z,y,2) € R3|z = 0}, vamos fazer a
intersecdo de 7 com 7, isto é, 7N : {(x,y, 2) € R3|(x,y, 2) = (Ax, \y,0)}. Assim, A = 1.

1—=
Portanto, temos a fungao ¢ : S? — {(0,0,1)} — R? definida por ¢[(x,y, 2)] = <1f Y )

¢ é bijetora e continua para todo € > 0, 3 § > 0 tal que (v,y,2) € B((a,b,c),5) N S?
{(0,0,1)} = ¢(z,9,0) € B((a,b,c),e) N R2. Para encontrarmos a inversa tomemos o
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ponto (x,y,0) € R? e procuremos a equagio da reta que passa por (z,y,0) e por (0,0, 1).
Assim, sejat aretae p € Ry t: X = (uz,uy,1 — p). No entanto, sabemos que o ponto
(pz, py,1 — p) € 8% —{(0,0,1)} entdo, pu = #ygﬂ Portanto, a funcio 7 : R? —

S%? — {(0,0,1)} é definida por 7(z,y) = <x2+2;2+1, x2+2;/2+1, ﬁ;igi:) Com um célculo
simples verifica-se que 7 é a inversa de ¢ ja que, (pom)(X) =X e (mop)(Y) =Y, sendo
X eR?eY € 82— {(0,0,1)}. Visto que, ™ é composto por coordenadas polinomiais
temos que 7 é continua. Portanto, 7 é continua e ¢ é um homeomorfismo.

Exemplo 2: Sejam os conjuntos D = {(z,y) € R?[2?2 +¢y?> < 1} el = {z € R|]1 <
z < 2} =[1;2]. A fungdo f : D — I definida por f(x,y) = x> + y* + 1 possui o gréfico
de conjunto G(f) = {(z,y,2) € R3|z = 2% + y*> + 1}. Agora, seja a funcdo ¢ : D, — S
definida por ¢(z,y,0) = (z,y,22 +y*>+ 1) com D, = {(z,9,2) € R3]z =0 e 2? +y* <1}
e S = {(z.4,2) € B|(z,y,2) = plw,,0)} = {(2,9,2) € Rz = 2 + 4% + 1} = G(f),
sendo que G(f) é um paraboldide. A fungao ¢ é bijetora e continua cuja funcao inversa
m:S CR— D, C R3¢ definida por 7(z,y,2) = (,y,0) sendo z = 22 + ¢y*> + 1
el < z < 2. Verifica-se que 7 é a fungao inversa de ¢ pois, sendo P = (z,y,0) e
M = (z,y,2), (Tog)(P) = Pe (pom)(M) = M. Portanto, m(z,y,z) é a fungao
inversa de ¢ e também serd continua pois, para todo € > 0, 3 6 > 0 tal que (z,y,z) €
B((a,b,c),e)NS = (x,y,2) € B((a,b,0),8) N D,. Dessa forma, D, e S sao homeomorfos
e ¢ é um homeomorfismo.

Exemplo 3: (Generalizacio) Seja f : X C R™ — R™ uma aplicagdo continua. Seu
grafico é o conjunto G C R x R™ formado pelos pontos (z, f(z)), com x € X. O dominio
X e o grafico G da aplicacao continua f sdo homeomorfos.

Exemplo 4: Seja h : S1 — R definida por h(z,y) = xy+ 1. O grafico de h serd G(h) =
{(z,y,2) € S1 x R|z = h(x,y,0) e 2 = 2y + 1}, sendo S; = {(x,y) € R?}z? +y* < 1}.
Dessa forma, seja m : D — K definida por w(z,y,0) = (z,y,2y+ 1), onde D = {(z,y, 2) €
Rg’z =0ea’+ y2 < 1} e K = {(x,y,z) € R3|(x7yaz) = go(x,y,O)} = {(1‘,@/,2) S RB‘Z =
xy + 1} = G(h). De acordo com o exemplo 3, G(h) e D sao homeomorfos, isto é, 7 é um
homeomorfismo. Vale ressaltar que o G(h) forma uma sela.

Observagao 2.1. Como composta de bijecdo € bijecao, e composta de fungoes continuas
¢ continua segque que o paraboldide é homeomorfo a cela. Isto é, 1o : G(h) = G(f) e
o tom:G(f) = G(h) sio homeomorfismos. Topologicamente a sela e o paraboldide sio
equivalentes, isto € homeomorfos.
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